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1 Uvod

Kalkulusni raqun, odnosno rad sa izvodima i integralima, poqeo je svoj
razvoj veoma davno, jox u doba stare Grqke. Arhimed i Eudoks spadaju u prve
matematiqare koji su se bavili izraqunava�em povrxina metodom za koju �e
se kasnije ispostaviti da je kalkulus. Iz potrebe za raquna�em povrxina
i zapremina, kalkulusom se bave i mnogi matematiqari van evropskog konti-
nenta. Me�utim, do konaqnog zasniva�a kalkulusa dolazi tek nakon 17. veka
i radova �utna i Lajbnica. Dolazi do uspostav	a�a veze izme�u diferenci-
ra�a i integracije, kao i formalnog zasniva�a, primene integrala, pre svega
u geometriji: raquna�em povrxina, du�ina luka krive i zapremina.

Navedene primene, kao i uopxte rad sa integralima mogu�e je vizuelno pri-
kazati i na taj naqin olakxati razumeva�e ove oblasti matematike. Ci	 ovog
rada je vizuelizacija razliqitih teorema, dokaza i primera pomo�u program-
skog paketa GeoGebra, xto bi trebalo da olakxa razumeva�e gradiva. Pro-
gramski paket GeoGebra predstav	a dinamiqki matematiqki softver koji ob-
jedi�uje geometriju, algebru i analizu. Razvoj ovog softvera zapoqeo je u
sklopu svog master rada Markus Hoenvarter na Univerzitetu u Salcburgu
2001. godine. GeoGebra predstav	a besplatan softver, name�en nastavnicima
i uqenicima, pogodan za interaktivno uqe�e matematike.

GeoGebra ima tri razliqita naqina prikaziva�a matematiqkih objekata:
grafiqki, algebarski i tabelarni prikaz. Sve tri vrste prikaza objekata su
me�usobno dinamiqki povezane, ukoliko do�e do promene podataka u bilo kom
od ova tri prikaza, i u druga dva prikaza do�i �e do iste promene, bez obzira
na to na koji naqin je objekat izvorno kreiran. GeoGebra predstav	a program
u kome se mogu kreirati razliqite matematiqke konstrukcije i na relativno
jednostavan naqin omogu�ava i kreira�e animacija, u qemu se zapravo i ogleda
interaktivnost ovog programa. Konstruisane objekte i animacije mogu�e je sa-
quvati u razliqitim formatima, u zavisnosti od potreba korisnika. Kreirane
objekte mogu�e je saquvati kao sliku, ali je tako�e mogu�e predstaviti anima-
cije kreirane u GeoGebri i u okviru neke veb stranice. Upravo ta mogu�nost
koju ovaj dinamiqki softver pru�a se mo�e iskoristiti kako bi se na krea-
tivan naqin pribli�ila matematika uqenicima osnovnih i sred�ih xkola,
kao i studentima. Da bi se neko gradivo nauqilo ono mora i da se razume, a
razumeva�u gradiva qesto mo�e da pomogne �egova vizuelizacija. Zbog toga
GeoGebra predstav	a koristan program u nastavi matematike.

U ovom radu �e biti reqi o integralima, naroqito o primeni integrala uz
odgovaraju�u vizuelizaciju. U internet prezentaciji ovog rada koja se mo�e
videti na adresi http://alas.matf.bg.ac.rs/∼ml08065/master bi�e predstav	eni
apleti qiji je ci	 da uz odgovaraju�i propratni tekst pribli�i integrale
svakom ko �eli da nauqi nexto o �ima.

U poglav	u ,,Istorijski osvrt na kalkulusni raqun" bi�e ukratko naveden
razvoj kalkulusa kroz vekove - poqev od antiqke Grqke, preko pretkalkulusnog
perioda, pa sve do �utna i Lajbnica, �ihovog rada i osvrta na kasniji razvoj
integralnog raquna. Ci	 ovog poglav	a je pre svega da prika�e postoja�e
rada sa integralima jox u davna vremena i to pre svega onaj deo integralnog
raquna koji danas spada u �egovu primenu.
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U poglav	u ,,Neodre�eni integral" bi�e deta	no objax�en rad sa neodre-
�enim integralima. U ovom delu navedene su teoreme i dokazi, kao i karak-
teristiqni primeri koji se qesto pojav	uju i kao samostalni zadaci i kao
delovi drugih zadataka. Navedene metode, kao i rexe�a, vizuelizovani su u
programskom paketu GeoGebra.

U poglav	u ,,Odre�eni integral" definisan je odre�eni integral, kao i
motivacija za �egovo uvo�e�e. Ovde je tako�e opisan i rad sa odre�enim inte-
gralima. Teoreme koje se nalaze u ovoj oblasti, kao i primeri, vizuelizovani
su u GeoGebri.

U poglav	u ,,Primena odre�enog integrala" prikazana je primena inte-
grala za izraqunava�e povrxine, du�ine luka krive, zapremine i povrxine
obrtnog tela. Definicija izraqunava�a ovih veliqina, kao i primeri prika-
zani u ovom poglav	u, vizuelizovani su u GeoGebri.

U poglav	u ,,Primena integrala u �ivotu" prikazana je primena integrala
u fizici i u pojedinim prirodnim naukama, kao i u �ivotu.

Osnovni izvor definicija, teorema i dokaza u ovom radu su k�ige [5] i [1].

Slika 1: Izgled poqetne strane internet prezentacije master rada ,,Interaktivni
nastavni materijali kreirani korix�e�em programskog paketa GeoGebra"
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2 Istorijski osvrt na kalkulusni raqun

2.1 Antiqka Grqka

Istorijski gledano, integral se pojavio znatno pre pojma izvoda i jox se
Arhimed1 u suxtini koristio �ime. Kalkulusni raqun - raqun sa integralima
i izvodima, pored Arhimeda ima i druge zasnivaqe. Eudoks2 tako�e svojim me-
todom eustahije spada u red zasnivaqa kalkulusa. Metod eustahije predstav	a
metodu izraqunava�a povrxine nekog geometrijskog ravnog lika ispu�ava�em
unutrax�osti tog lika nizom poligona qije povrxine konvergiraju ka po-
vrxini celog geometrijskog lika. Arhimed je, me�utim, koristio drugi metod
- metod ekvilibrijuma, da bi tek kada je formalno izlagao strog dokaz pri-
me�ivao metod eustahije. Metod ekvilibrijuma zasnivao se na mehaniqkim
argumentima i primeni ideje da su povrxi tela na neki naqin ,,texke" te
da se kroz odre�iva�e �ihovih te�ixta mo�e otkriti i matematiqki odnos
u kome �ihove komponente stoje. Metod ekvilibrijuma je u stvari preteqa
metoda beskonaqno malih. Arhimedov rad ,,Kvadratura parabole" postav	a
teme	e integracije. Kasnije �e biti reqi o izraqunava�u kvadrature para-
bole, koju je Arhimed odredio koriste�i se metodom eustahije, preko sistema
upisanih i opisanih pravougaonika.

Slika 2: Arhimed Slika 3: Eudoks

2.2 Pretkalkulusni period i radovi �utna i Lajbnica

Razvoju kalkulusa u pretkalkulusnom periodu doprineli su Roberval3, Ka-
valijeri4 i Ferma5, koji praktiqno reprodukuju Arhimedov rad, ali dodaju i
dosta svojih originalnih doprinosa. Kod sve trojice, a mo�da najvixe kod
Kavalijerija, prime�uje se odstupa�e od tri grqke dogme, pre svega rad sa ak-
tuelnom beskonaqnox�u. Oni su ne samo shvatili to da se linije sastoje od

1Arhimed iz Sirakuze (grq. Aρχιµηδησ, oko 287-212. godine p.n.e.), starogrqki matema-
tiqar i fiziqar

2Eudoks sa Knida (408-355. godine p.n.e.), starogrqki matematiqar, astronom i nauqnik,
jedan od Platonovih uqenika

3�il de Roberval(fr. Gilles Personne de Robervalle, 1602-1675), francuski matematiqar
4Bonaventura Franqesko Kavalijeri(ital. Bonaventura Francesco Cavalieri, 1598-1647),

italijanski matematiqar
5Pjer de Ferma(fr. Pierre de Fermat, 1601-1665), francuski matematiqar
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beskonaqno taqaka, povrxi od beskonaqno pravih, a prostorna tela od besko-
naqno povrxi, ve� su i sa tim objektima poqeli da raqunaju. Ferma je veoma
znaqajan po metodima za diferencira�e (tada nazivanim metodima za odre-
�iva�e maksimuma, minimuma i tangenti) i integrisa�e, koji su bili uvod u
kalkulus i koji su znaqajno pomogli �utnu6 i Lajbnicu7.

Slika 4: Kavalijeri Slika 5: Pjer de Ferma

U 17. veku dolazi do pronalaska kalkulusa od strane dva velika matemati-
qara. �utn i Lajbnic istovremeno dolaze do ideje o zasniva�u kalkulusnog
raquna, uz razliqitu notaciju i potpuno nezavisno jedan od drugog. Oni uspo-
stav	aju me�usobnu prepisku i u jednom od pisama �utn je nagovestio posto-
ja�e nekakvog ,,metoda" za koji je qak upotrebio i anagram, xto je u to doba
bilo veoma rasprostra�eno. �utn je desetak godina kasnije u jednom svom delu
objavio kako je Lajbnicu nagovestio poznava�e odre�enog metoda i kako mu je
Lajbnic odgovorio da je i on pronaxao metod iste vrste i saopxtio mu metod.
Kasnije �e �utn pokuxati da opovrgne ovu izjavu i do�i �e do sukoba o au-
toru kalkulusnog raquna. Dosta dugo otkri�e kalkulusa nije publikovano ni
u celini, ni u delovima, a prvi koji je objavio svoje otkri�e bio je Lajbnic.
Godine 1684. u qasopisu ,,Acta Eruditorum” koji je liqno osnovao, Lajbnic
objav	uje qlanak koji sadr�i pravila diferencira�a, u savremenoj notaciji.
Tako�e, u istom qasopisu 1686. godine biva objav	en Lajbnicov qlanak o in-
tegralnom raqunu, gde se prvi put uvodi oznaka za integral, koja se i danas
koristi. Me�usobna prepiska dvojice nauqnika biva uzrok velikog spora oko
autorstva, a kao pobednik iz ovog sukoba izlazi �utn, koji je imao veliku po-
drxku Britanske imperije, dok Lajbnic biva optu�en za plagijat. Me�utim,
istorija matematike oslobodila je Lajbnica ikakve sum�e, a �egova notacija
i tehnika se i danas koriste u matematiqkoj analizi. Vixe o sukobu koji je
postojao izme�u ova dva velika matematiqara, kao i o �ihovom �ivotu mo�e
se na�i u k�izi [3].

6Isak �utn(engl. Isaac Newton, 1643-1727), engleski fiziqar, matematiqar, astronom i
filozof

7Gotfrid Vilhem fon Lajbnic(nem. Gottfied Wilhelm von Leibniz, 1646-1716), nemaqki
filozof, matematiqar i diplomata
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Slika 6: Isak �utn Slika 7: Gotfrid Lajbnic

Istorijski gledano, Eudoks sa svojom metodom eustahije i Arhimed sa pri-
menom ovog pronalaska na izraqunava�e povrxina krivolinijskih figura,
spadaju u red zasnivaqa kalkulusa, dok su Roberval, Kavalijeri i Ferma svo-
jim rezultatima k	uqno doprineli razvoju kalkulusa u pretkalkulusnom pe-
riodu. �ihovi zak	uqci i rad su dosta koristili �utnu i Lajbnicu koji su
pre svega zaslu�ni za okup	a�e postoje�eg materijala u jednu formalizovanu
celinu. Do strogog zasniva�a kalkulusnog raquna dolazi tek u 19. veku.

2.3 Razvoj kalkulusa

�utn i Lajbnic nezavisno jedan od drugog otkrivaju osnovnu teoremu kal-
kulusa, koja povezuje integraciju i diferencijaciju. Pre otkri�a ove teoreme
nije bilo poznato da su integracija i diferencira�e bilo kako povezani. Gre-
gori8 je prvi objavio formulaciju i dokaz ove teoreme, dok je Barou9 dokazao
opxtiju verziju ove teoreme. Barou je bio profesor Isaka �utna, koji je do-
vrxio razvoj ove matematiqke teorije. Lajbnic je sistematizovao ova zna�a
za beskonaqne veliqine i to zapisao u savremenoj notaciji. Osnovna teorema
kalkulusa se sastoji iz dva dela; prvi deo teoreme se tiqe diferencira�a i
antidiferencira�a (odnosno integracije), dok se drugi deo teoreme odnosi na
vezu izme�u antidiferencira�a i odre�enog integrala. Va�no je napomenuti
da se ove teoreme odnose na odre�ene integrale, koji se istorijski pojav	uju
pre neodre�enih.

Iako su deta	no izuqili kalkulus, �utn i Lajbnic ga nisu formalno
zasnovali. Razvojem graniqnih vrednosti dolazi i do formalnog zasniva�a
integrala i integralnog raquna. Kasnijem zasniva�u integralnog raquna do-
prineli su Furije10 koji je svojom analizom obuhvatio sve funkcije tako xto
ih je predstavio kao sumu jednostavnih trigonometrijskih funkcija. Tako-
�e, kod Furijea se prvi put sre�e znak za odre�eni integral. Riman11 je bio
prvi koji je formalno zasnovao integral korix�e�em limesa tj. graniqnih

8�ejms Gregori (eng. James Gregory, 1638-1675), xkotski matematiqar i astronom
9Isak Barou (eng. Isaac Barrow, 1630-1677), engleski teolog i matematiqar
10�an Baptist �ozef Furije (fr. Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830), francuski

matematiqar i fiziqar
11Georg Fridrih Bernard Riman (nem. Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866),

nemaqki matematiqar

7



vrednosti. On je definisao Rimanov integral u smislu graniqnih vrednosti
Rimanovih suma. Tako�e, ovde je neophodno pomenuti i Darbuov12 integral
koji je definisan preko Darbuovih suma, xto je jedna od mogu�ih definicija
integrala funkcije. Darbuovi integrali ekvivalentni su Rimanovim integra-
lima, xto znaqi da je funkcija Darbu integrabilna ako i samo ako je Riman
integrabilna i tada su vrednosti tih integrala, ako postoje, jednake.

Slika 8: Gaston Darbu Slika 9: Bernard Riman

Francuski matematiqar Lebeg13 je formulisao drugaqiju definiciju inte-
grala i zasnovao je teoriju mera. Pored pomenutih matematiqara, mnogi drugi
matematiqari doprineli su razvoju kalkulusa u celinu koju danas poznajemo.
Me�u �ima su i Koxi14 koji se posebno bavio kompleksnom analizom i znaqajan
je i po Koxijevoj integralnoj teoremi koja se odnosi na integrale holomorf-
nih funkcija u kompleksnoj ravni.

Slika 10: Ogisten Koxi Slika 11: Anri Lebeg

2.4 Zasniva�e i razvoj kalkulusa van Evrope

Kalkulus se tokom vekova razvijao u raznim delovima sveta, ne samo u
Evropi, ve� i u Indiji, Kini, Japanu i na Bliskom Istoku. Doduxe, �utn

12�an Gaston Darbu (fr. Jean-Gaston Darboux, 1842-1917), francuski matematiqar
13Anri Lebeg (fr. Henri Leon Lebesgue, 1875-1941), francuski matematiqar
14Ogisten Koxi (fr. Augustin-Louis Cauchy, 1798-1857), francuski matematiqar
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i Lajbnic su bili prvi koji su formulisali, razumeli i koristili osnovnu
teoremu kalkulusa. Ali, problemi kao xto su izraqunava�e povrxine i za-
premine bili su poznati i rexeni jox ranije, pre �utnovog i Lajbnicovog
ro�e�a. Ve� je pomenut Arhimedov problem kvadrature parabole, a van Evrop-
skog kontinenta bilo je sliqnih problema i rexe�a.

Abu Ali al-Hasan ibn al-Hajam15 bio je arapski matematiqar. Ro�en je u
Basri, gradu u Persiji, u 10. veku. Bio je prvi koji je izvrxio integraciju
polinoma qetvrtog stepena. Arhimed je oko 250. godine pre nove ere napisao
delo ,,O konoidama i sferoidama", gde je, izme�u ostalog, pokazao zapreminu
paraboloida, figuru koja nastaje rotacijom parabole oko svoje ose. Ovo Ar-
himedovo delo bilo je nepoznato u arapskom svetu u 10. veku, pa su Tabit ibn
Kira iz ju�ne Turske i Abu Sahl al-Kui iz severnog Irana kreirali sop-
stveni dokaz za zapreminu paraboloida. Ibn al-Hajam je qitaju�i �ihov rad
preokrenuo problem na malo drugaqiji sluqaj. On je posmatrao sluqaj kada
parabola ne rotira oko ose Ox, ve� oko ose x = a, na taj naqin kreiraju�i
kupolu koja je karakteristiqna na mnogim gra�evinama. Problem zapremine
ove kupole rexio je deobom kupole na diskove i posmatrao je sluqaj kada su di-
skovi veoma tanki tako da �ihov broj te�i beskonaqnosti. Zapremina kupole
se onda svodi na sumu u kojoj figurixe polinom qetvrtog stepena. Naravno,
ova zapremina dobijena je drugim metodama, razliqitim od savremene metode
integracije. Ovde je bitno uoqiti da se integral polinoma qetvrtog stepena
dobija geometrijskim putem, i to mnogo slo�enijim nego xto je to danas.

Poqev od 11. veka, arapski, kineski i indijski matematiqari poqeli su
da otkrivaju tehnike koje bi im omogu�ile da izraqunaju povrxinu izra�enu
preko bilo kog polinoma. Ali, pre nego xto su mogli da otkriju te formule,
morali su da stvore polinome. Polinomi drugog i tre�eg stepena su postojali
i 1000 godina unazad, ali su izra�avali povrxine i zapremine odgovaraju�ih
geometrijskih likova. Nije bilo potpuno jasno xta bi qetvrti stepen poli-
noma mogao da predstav	a. Polinomi vixeg stepena su se skoro istovremeno
pojavili oko 1000. godine u Indiji, Kini i na Bliskom Istoku.

U Indiji u 14. veku nastala je Kerala xkola. U �oj su se izuqavale ma-
tematika i astronomija u periodu izme�u 14. i 16. veka. U ci	u rexava�a
astronomskih problema, u ovoj xkoli je doxlo do otkriva�a mnogih va�nih
matematiqkih koncepata, naroqito u oblasti beskonaqnih redova, koji pred-
stav	aju znaqajnu komponentu razvoja kalkulusa.

U 17. veku u Japanu, japanski matematiqari su doxli do otkri�a u vezi
kalkulusnog raquna, naroqito matematiqar Kova Seki. �egov doprinos ogleda
se u raquna�u povrxina figura korix�e�em integrala, proxiruju�i metod
eustahije. Iz ovoga se vidi da se matematika u Japanu razvijala u istom smeru
kao i u Evropi toga doba.

Tako�e, kalkulus je bio poznat i u Kini. U tre�em veku kineski matemati-
qar Liu Hui je korix�e�em Kavalijerijevog principa doxao do formule za
zapreminu cilindra, gde je pokazao shvata�e osnovnih principa integracije
i diferencira�a. Zanim	ivo je primetiti da se kalkulus koristio i u sta-
rom Egiptu za izraqunava�e zapremine zarub	ene piramide, kao i u ponovnom

15lat. Alhazen, arapski nauqnik, matematiqar, filozof i astronom
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premerava�u parcela nakon plav	e�a reke Nil, xto se mo�e videti u Mo-
skovskom papirusu koji datira iz 1800. godine pre nove ere.

Slika 12: Moskovski papirus
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3 Neodre�eni integral

Pojam integrala se u xkolova�u prvi put jav	a u qetvrtom razredu sred�e
xkole i potom se to gradivo dodatno proxiruje na fakultetima na kojima se
izuqavaju prirodne nauke. Kako diferencira�e i integrisa�e predstav	aju
dve uzajamno inverzne matematiqke operacije, nakon uvo�e�a pojma izvoda i
operacija sa izvodima, uqenici se susre�u sa integralima. Integral predsta-
v	a osnovni pojam matematiqke analize.

Poznato je da je mogu�e direktno izraqunati izvode osnovnih elementarnih
funkcija, po definiciji, a da se izvodi svih ostalih elementarnih funkcija
dobijaju uz pomo� dokazanih pravila za izvode algebarskih kombinacija, za
izvod slo�ene i inverzne funkcije. Logiqno je postaviti i obrnut problem:
ako je poznat izvod F ′ neke funkcije F , na�i tu funkciju. Odnosno, ako je f
data funkcija na nekom intervalu, odrediti funkciju F tako da va�i:

F ′(x) = f(x)

tj.
dF (x) = f(x)dx.

Navedeni problem predstav	a uvod u integralni raqun i rad sa integralima.

3.1 Primitivna funkcija

Definicija 1. Funkcija F je primitivna funkcija za funkciju f na nekom
intervalu ako je F diferencijabilna na tom intervalu i za svako x iz tog
intervala va�i

F ′(x) = f(x).

Primer 1. Funkcija F (x) = sinx je primitivna funkcija funkcije f(x) =
cos x za x ∈ R, jer je F ′(x) = f(x), x ∈ R.

Primer 2. Funkcija F (x) = x2 je primitivna funkcija za funkciju f(x) =
2x na skupu R. Me�utim, funkcija F1(x) = x2 + 1 je tako�e primitivna
funkcija za istu funkciju na R jer va�i:

F ′
1(x) = (x2 + 1)′ = 2x = f(x).

Slika 13: Grafiqki prikaz funkcija f , F i F1
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Iz prethodnog primera se mo�e zak	uqiti da ako za datu funkciju f postoji
primitivna funkcija na nekom intervalu onda ona nije jednoznaqno odre�ena.

Teorema 1. Ako je F (x) primitivna funkcija za f(x) na nekom intervalu,
onda je i F (x) + c, gde je c proizvo	na realna konstanta, primitivna funk-
cija za f(x) na tom intervalu.

Dokaz. Neka je c proizvo	an realan broj i neka je F primitivna funkcija za
funkciju f na intervalu (a, b). Onda za svako x ∈ (a, b) va�i:

F ′(x) = f(x).

Tako�e, za svako x ∈ (a, b) va�i i:

(F (x) + c)′ = F ′(x) = f(x).

Dakle, svaka od funkcija F (x) + c, c ∈ R je primitivna funkcija za funkciju
f na intervalu (a, b).

Teorema 2. Ako su F (x) i G(x) primitivne funkcije za funkciju f(x) u
nekom intervalu, onda je razlika F (x)−G(x) konstantna u tom intervalu.

Dokaz. Neka je funkcija φ(x) = F (x)−G(x), x ∈ (a, b). Funkcija φ je diferen-
cijabilna na (a, b) i va�i:

φ′(x) = (F (x)−G(x))′ = F ′(x)−G′(x) = f(x)− f(x) = 0.

za sve x ∈ (a, b). Odavde, na osnovu posledice Lagran�ove teoreme16 sledi da
je φ(x) = c, odakle je F (x)−G(x) = c.

Navedene teoreme imaju i svoju geometrijsku interpretaciju koja �e ovde
biti prikazana. Geometrijska interpretacija ovih teorema bi trebalo dodatno
da pojasni �ihovo znaqe�e.

Ako je u koordinatnom sistemu xOy u ravni skiciran grafik jedne od pri-
mitivnih funkcija funkcije f(x), x ∈ (a, b) onda �e svaka kriva u toj ravni
dobijena translacijom ovog grafika du� Oy ose predstav	ati grafik funk-
cije koja je primitivna funkcija za f(x), x ∈ (a, b). Na ovaj naqin dobijaju se
grafici svih primitivnih funkcija.

16Posledica Lagran�ove teoreme o sred�oj vrednosti diferencijalnog raquna. Ova teo-
rema se mo�e videti u k�izi [1]
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Slika 14: Aplet na kojem su prikazane primitivne funkcije za f(x) = sinx

Da bi se iz skupa svih primitivnih funkcija za f(x) na odre�enom in-
tervalu izdvojila jedna odre�ena primitivna funkcija, mora se postaviti do-
datni uslov. To �e biti prikazano u narednom primeru.

Primer 3. Na�i primitivnu funkciju funkcije f(x) = x − 2 qiji grafik
sadr�i taqku A(1, 1).

Rexe�e. Va�i slede�e:

(x− 2) =

(
1

2
x2

)′

− (2x)′ =

(
1

2
x2 − 2x

)′

.

Odavde se mo�e zak	uqiti da je jedna od primitivnih funkcija jednaka F (x) =
1

2
x2 − 2x.

Proizvo	na primitivna funkcija je

F (x) =
1

2
x− 2x+ c, x ∈ R.

Kako grafik primitivne funkcije mora da sadr�i taqku A(1, 1), dodatni
uslov koji funkcija mora da zadovo	i je F (1) = 1, odnosno,

1 =
1

2
· 12 − 2 · 1 + c.

Odavde se dobija da je c =
5

2
. Tra�ena primitivna funkcija je

F (x) =
1

2
x2 − 2x+

5

2
.

△
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Slika 15: Grafiqka interpretacija primera

Definicija 2. Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(x) naziva se
neodre�enim integralom funkcije f(x) i oznaqava se sa∫

f(x)dx.

U navedenoj definiciji, simbol
∫
je znak integrala, f(x) se naziva po-

dintegralnom funkcijom, dok je f(x)dx podintegralni izraz. Ako je
F (x) jedna primitivna funkcija funkcije f(x) na nekom intervalu, onda se,
prema teoremi 1. skup

∫
f(x)dx na tom intervalu mo�e napisati u obliku

{F (x) + c|c ∈ R}, odnosno, ∫
f(x)dx = F (x) + c.

Teorema 3. Neka je F (x) primitivna funkcija funkcije f(x) na nekom in-
tervalu. Tada je:

1. d(
∫
f(x)dx) = f(x)dx;

2.
∫
f(x)dx =

∫
dF (x) = F (x) + c;

3.
∫
k · f(x)dx = k ·

∫
f(x)dx, k ∈ R\{0};

4. Za funkcije f(x) i g(x) va�i jednakost
∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx +∫

g(x)dx.

Dokaz. 1. Kako je F primitivna funkcija za funkciju f , va�i da je F ′(x) =
f(x). Tako�e, va�i i:
d(
∫
f(x)dx) = d(F (x) + c) = F ′(x)dx = f(x)dx.

2.
∫
f(x)dx =

∫
dF (x) =

∫
f(x)dx = F (x) + c.

Iz navedena dva svojstva zak	uquje se da su operacije diferencira�a i
integracije me�usobno inverzne sa taqnox�u do proizvo	ne konstante.
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3. Iz prethodnog va�i da je(∫
kf(x)dx

)′

= k · f(x).

Tako�e, (
k ·
∫

f(x)dx

)′

= k ·
(∫

f(x)dx

)′

= k · f(x).

Ovim je dokazano da je leva strana jednakosti jednaka desnoj.

4. I ovde �e biti pokazano da je leva strana jednakosti jednaka desnoj tako
xto �e i leva i desna strana biti ponaosob diferencirane.
(
∫
(f(x) + g(x))dx)′ = f(x) + g(x);

(
∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx)′ = (

∫
f(x)dx)′ + (

∫
g(x)dx)′ = f(x) + g(x).

�

Kako je na osnovu poznatih izvoda nekih funkcija mogu�e na�i primitivne
funkcije, a samim tim i neodre�ene integrale datih funkcija, da bi nala�e-
�e neodre�enih integrala jednostavnih elementarnih funkcija bilo olakxano
ovde �e biti navedena tablica neodre�enih integrala uz odgovaraju�e uslove.

Integral Uslovi

1

∫
xαdx =

1

α + 1
xα+1 + c α ∈ R\{1}, x > 0

2

∫
dx

x
= ln |x|+ c x ̸= 0

3

∫
axdx =

ax

ln a
+ c a > 0, a ̸= 1

4
∫
exdx = ex + c

5
∫
sinxdx = − cosx+ c

6
∫
cos xdx = sinx+ c

7

∫
dx

cos2 x
= tgx+ c x ̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z

8

∫
dx

sin2 x
= −ctgx+ c x ̸= kπ, k ∈ Z

9

∫
dx√
1− x2

= arcsin x+ c | x |< 1

10

∫
dx

1 + x2
= arctgx+ c

11

∫
dx√
x2 ± 1

= ln |x+
√
x2 ± 1|+ c

12

∫
dx

1− x2
=

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ c |x| ̸= 1
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Slika 16: Aplet na kojem su prikazane neke od funkcija iz tablice i
�ihovi neodre�eni integrali za razliqite vrednosti konstante c

Navedeni uslovi se odnose na neprekidnost podntegralne funkcije, kao i na
ograniqe�a koja parametar koji uqestvuje u formuli mora da zadovo	i. Ta-
ko�e, mora se voditi raquna i o definisanosti elementarne funkcije qiji se
neodre�eni integral tra�i.

3.2 Metodi integracije

Do sada prikazani primeri mogli su biti rexeni korix�e�em osnovnih
svojstava neodre�enog integrala i tablice integrala. Me�utim, primeri sa
kojima se mo�emo sresti mogu biti mnogo slo�eniji od navedenih, tako da
nam rexe�e nije uvek oqigledno. Zbog toga su ovde predstav	ena jox dva
metoda integracije - metodom smene i metodom parcijalne integracije. Tako-
�e, ovde �e biti navedeni i primeri integracije nekih posebnih klasa funk-
cija. U formulacijama teorema koje slede bi�e korix�en pojam neprekidno-
diferencijabilne funkcije na intervalu. To je funkcija koja je diferenci-
jabilna na intervalu i �en izvod je neprekidna funkcija na tom intervalu.

3.2.1 Metod smene

Ovaj metod se zasniva na pravilu za diferencira�e slo�ene funkcije.

Teorema 4. Neka je F : A −→ R primitivna funkcija funkcije f(t), t ∈ A i
neka je g : B −→ A diferencijabilna za x ∈ B, gde su A i B intervali. Tada
postoji primitivna funkcija funkcije f(g(x))g′(x), x ∈ B i pri tom va�i
jednakost ∫

f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)) + c.

Dokaz. Potrebno je dokazati da su izvodi leve i desne strane jednaki.

D =

(∫
f(g(x))g′(x)dx

)′

= f(g(x))g′(x);

L = (F (g(x)) + c)′ = F ′
g(x)(g(x))g

′(x) = f(g(x))g′(x).

Odavde va�i da je D = L, tj. leva i desna strana su zaista jednake. �
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Sada �e biti prikazano nekoliko karakteristiqnih primera koji se qesto
pojav	uju u zadacima.

Primer 4. Metodom smene rexiti integral
∫
cos axdx, a ∈ R.

Rexe�e. U situacijama kada se koristi metoda smene u integralu, ci	 je da
se uvo�e�em smene dati integral svede na oblik nekog od tabliqnih integrala
ili na neki drugi pogodan oblik. U ovom primeru, bi�e uvedena smena t = ax.

Nakon izvrxenog diferencira�a, dobija se dt = adx, tj. va�i�e dx =
1

a
dt.∫

cos axdx =

∫
1

a
· cos tdt = 1

a
sin t+ c =

1

a
sin ax+ c.

△

Slika 17: Aplet na kojem je prikazan grafik podintegralne funkcije i rexe�e
integrala u zavisnosti od konstanti a i c

Primenom iste smene kao u prethodnom primeru rexava se i integral
∫
sin axdx.

Primer 5. Rexiti integral

∫
dx

a2 + x2
.

Rexe�e. Prilikom rexava�a navedenog integrala prvo �e biti izvrxene
odre�ene transformacije, a potom uvedena i odgovaraju�a smena. Nakon trans-
formacije izraz izgleda ovako:

1

a2 + x2
=

1

a2
(
1 + x2

a2

) =
1

a2
(
1 +

(
x
a

)2) .
Poxto je izraz transformisan na pogodan oblik, mo�e se uvesti smena t =

x

a
,

kojom �e se navedeni integral svesti na tabliqni. Odavde �e biti dt =
1

a
dx,
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odnosno, dx = adt. Sada �e primenom navedenih transformacija i smene biti
prikazano rexe�e primera.∫

dx

a2 + x2
=

∫
dx

a2(1 + x2

a2
)
=

∫
dx

a2
(
1 +

(
x
a

)2) =

∫
a · dt

a2 · (1 + t2)
=

=
1

a

∫
dt

1 + t2
=

1

a
· arctgt+ c =

1

a
· arctgx

a
+ c.

△

Primer 6. Metodom smene rexiti integral

∫
dx√

a2 − x2
.

Rexe�e. Kao i u prethodnom primeru, bi�e izvrxene odgovaraju�e transfor-
macije na datom integralu.∫

dx√
a2 − x2

=

∫
dx√

a2(1− (x
a
)2)

=
1

a

∫
dx√

1− (x
a
)2

=

=
1

a

∫
adt√
1− t2

= arcsin t+ c = arcsin
x

a
+ c

△

Primer 7. Metodom smene rexiti integral
∫ √

a2 − x2dx.

Rexe�e. Uvodi se smena x = a sin t. Odatle je dx = a cos tdt, t = arcsin x
a
i

va�i da je cos t =
√
1− (x

a
)2. Uvo�e�em navedene smene dobija se slede�e:∫ √

a2 − x2dx = a

∫ √
a2 − a2 sin2 t cos tdt = a2

∫ √
1− sin2 t cos tdt = a2

∫
cos2 tdt.

Sada je potrebno rexiti integral
∫
cos2 tdt. U ovom sluqaju, kada je integranda

kvadrat neke trigonometrijske funkcije, potrebno je iskoristiti adicione
formule za trigonometrijske funkcije poluuglova i na taj naqin se osloboditi

kvadrata. Poznato je da va�i cos2 x =
1 + cos 2x

2
, xto �e biti iskorix�eno

prilikom da	eg rexava�a ovog zadatka. Dakle, va�i:∫ √
a2 − x2dx = a2

∫
cos2 tdt = a2

∫
1 + cos 2t

2
dt =

a2

2
t+

a2

2
· 1
2
sin 2t+ c =

=
a2

2
t+

a2

2
· sin t cos t+ c =

a2

2
arcsin

x

a
+

x

2

√
a2 − x2 + c.

Dobijeno rexe�e va�i pod uslovima da je −a < x < a i da je −π
2
< t < π

2
. △

Primer 8. Razmotriti rexava�e integrala oblika
∫
f(ax+ b)dx.
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Rexe�e. Prilikom rexava�a integrala ovog oblika uvodi se smena t = ax+b.
Rexe�e je: ∫

f(ax+ b)dx =
1

a
φ(ax+ b) + c.

Jedan od primera ovog tipa je i∫
(ax+ b)ndx =

(ax+ b)n+1

a(n+ 1)
+ c.

△

Slika 18: Aplet na kojem je prikazan grafik podintegralne funkcije i rexe�e
integrala u zavisnosti od konstanti a, b, n i c

Primer 9. Rexiti integral

∫
dx√

x2 ± a2
.

Rexe�e. Uvo�e�em smene t = x +
√
x2 ± a2 dobija se da je

dt

t
=

dx√
x2 ± a2

.

Dakle, ∫
dx√

x2 ± a2
=

∫
dt

t
= ln |t|+ c = ln |x+

√
x2 ± a2|+ c.

△

3.2.2 Metod parcijalne integracije

Metod parcijalne integracije najqex�e se koristi ukoliko je podinte-
gralna funkcija zapravo izvod proizvoda dve funkcije.

Teorema 5. Neka su u(x) i v(x) diferencijabilne funkcije i neka postoji
primitivna funkcija funkcije u′(x)v(x). Tada postoji primitivna funkcija
funkcije u(x)v′(x) i pri tome va�i jednakost:∫

u(x)dv(x) = u(x)v(x)−
∫

v(x)du(x).
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Skra�eni zapis ove formule koja �e se koristiti u primerima glasi:∫
udv = uv −

∫
vdu.

Dokaz. Izvod proizvoda dveju diferencijabilnih funkcija u i v nalazi se po
formuli:

(u(x) · v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x),

a diferencijal proizvoda takvih dveju funkcija je:

d(u(x)v(x)) = v(x)du(x) + u(x)dv(x).

Ako se iskoristi svojstvo neodre�enog integrala koje tvrdi da su operacije
nala�e�a neodre�enog integrala i diferencijala me�usobno inverzne, dobija
se

u(x)v(x) + c =

∫
v(x)du(x) +

∫
u(x)dv(x).

Odavde je ∫
u(x)dv(x) = u(x)v(x)−

∫
v(x)du(x),

xto je trebalo dokazati. �

Najqex�e se koristi skra�eni zapis ove formule. Metod parcijalne inte-
gracije se mo�e koristiti ako je mogu�e na�i jednu primitivnu funkciju v(x)
za v′(x) i ako se zna

∫
v(x)du(x). Ovaj metod se prime�uje ako su dve integra-

cije jednostavne. Na slici 19. je prikazan aplet na kojem se grafiqki, korak
po korak, prikazuje naqin na koji se vrxi parcijalna integracija.

Slika 19: Aplet na kojem je prikazano izvrxava�e parcijalne integracije

Prilikom korix�e�a ove metode treba voditi raquna o tome da se za u(x)
izabere funkcija qiji je izvod jednostavan, pod uslovom da izraz koji posle
toga preostaje u podintegralnom izrazu mo�e jednostavno da se integrali. Do
zak	uqka da li je primena metode parcijalne integracije opravdana i da li
je izbor funkcije u(x) i diferencijala dv(x) uspexno naprav	en dobija se na
osnovu toga da li je na kraju dobijeni integral

∫
v(x)du(x) jednostavan i da

li ga je mogu�e na�i.

Primer 10. Metodom parcijalne integracije rexiti integral
∫
x · exdx.
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Rexe�e. Za navedeni integral postoje dva naqina da se izvrxi parcijalna
integracija. Ovde �e biti prikazana oba naqina, prvi, koji �e podintegralnu
funkciju uqiniti slo�enijom i drugi, koji �e uprostiti podintegralnu funk-
ciju, xto je i svrha prime�iva�a parcijalne integracije.

Prvi naqin: Neka je u(x) = ex, dv(x) = xdx. Odatle sledi da je du(x) = exdx,

v(x) =
x2

2
, odnosno va�i:∫

x · exdx =
x2

2
ex − 1

2

∫
x2exdx.

U ovom sluqaju, podintegralna funkcija je postala slo�enija za integraciju,
tj. polinom u podintegralnom izrazu je vixeg stepena nego u poqetnom inte-
gralu. Prema tome, ukoliko se nastavi primena metode parcijalne integracije
na ovaj naqin, integral �e postajati sve slo�eniji, xto nije ci	 koji treba
posti�i.

Drugi naqin: Neka je u(x) = x, dv(x) = exdx. Odatle se dobija da je du(x) =
dx, v(x) = ex, pa na osnovu navedene teoreme o parcijalnoj integraciji va�i:∫

x · exdx = xex −
∫

exdx = xex − ex + c.

Odabirom drugog naqina za rexava�e integrala dolazi se do rexe�a. △

Primer 11. Metodom parcijalne integracije rexiti integral
∫
eax cos bxdx,

gde su a, b ∈ R.

Rexe�e. Neka je tra�eni integral jednak I. Bi�e prime�ena parcijalna
integracija po formuli.

I =

∫
eax cos bxdx =

1

a

∫
cos bxdeax =

1

a

(
eax cos bx+ b

∫
eax sin bxdx

)
=

=
1

a

(
eax cos bx+

b

a

∫
sin bxdeax

)
=

1

a

(
eax cos bx+

b

a

(
eax sin bx− b

∫
eax cos bxdx

))
=

=
eax cos bx

a
+

b

a2
eax sin bx− b2

a2

∫
eax cos bxdx.

Integral dobijen na kraju identiqan integralu koji je zadat na poqetku. Da-
kle, prethodna jednakost sada izgleda ovako:

I =
eax cos bx

a
+

b

a2
eax sin bx− b2

a2
I,

odnosno, va�i slede�e:

a2 + b2

a2
· I =

a · eax cos bx+ b · eax sin bx
a2 + b2

.

Konaqno, dobija se da je tra�eni integral jednak:

I =
a · eax cos bx+ b · eax sin bx

a2 + b2
.

△
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Primer 12. Metodom parcijalne integracije rexiti integral
∫
lnxdx.

Rexe�e. Kada je u pita�u integral funkcije lnx ili bilo koji drugi inte-
gral u kome se ova funkcija pojav	uje, on se uvek rexava metodom parcijalne
integracije. U navedenim sluqajevima, poxto integral funkcije lnx nije po-

znat, potrebno je izabrati u(x) = lnx i dv(x) = dx. Tada je du(x) =
1

x
dx, v(x) = x.

Dakle, va�i: ∫
lnxdx = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ c.

△

Slika 20: Aplet na kojem su prikazana rexe�a neodre�enog integrala
za razliqite vrednosti konstante c

Primer 13. Metodom parcijalne integracije rexiti integral
∫
arctgxdx.

Rexe�e. Kao i u prethodnom primeru, kada je u pita�u integral funkcije
arctgx ili bilo koji drugi integral u kome se ova funkcija pojav	uje kao deo
podintegralne funkcije, on se rexava metodom parcijalne integracije. Po-

trebno je izabrati u(x) = arctgx, dv(x) = dx, a onda je du(x) =
dx

1 + x2
, v(x) = x.

Dobija se: ∫
arctgxdx = x · arctgx−

∫
xdx

1 + x2
.

Ukoliko se ovde uvede smena t = 1+x2, dobija se da je poqetni integral jednak:

x · arctgx−
∫

dt

2t
= x · arctgx− 1

2
ln t+ c = x · arctgx− 1

2
ln |1 + x2|+ c.

Dakle, ∫
arctgxdx = x · arctgx− 1

2
ln |1 + x2|+ c.

△
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Primer 14. Metodom parcijalne integracije rexiti integral
∫ √

a2 + x2dx.

Rexe�e. Neka je polazni integral jednak I i neka je u(x) =
√
a2 + x2, dv(x) =

dx. Odavde je du(x) =
xdx√
a2 + x2

, v(x) = x. Dakle,

I =

∫ √
a2 + x2dx = x ·

√
a2 + x2 −

∫
x2

√
a2 + x2

dx.

U brojiocu �e biti dodato i oduzeto a2 i dobijeni integral je tada mogu�e
zapisati kao zbir dva integrala.

x ·
√
a2 + x2 −

∫
a2 + x2

√
a2 + x2

dx+

∫
a2√

a2 + x2
dx =

= x ·
√
a2 + x2 −

∫ √
a2 + x2dx+ a2 · ln |x+

√
x2 + a2|.

U dobijenom izrazu mo�e se uoqiti polazni integral:

I = x ·
√
a2 + x2 − I + a2 · ln |x+

√
x2 + a2|,

odnosno,
2I = x ·

√
a2 + x2 + a2 · ln |x+

√
x2 + a2|.

Dakle, rexe�e polaznog integrala je:

I =
1

2

(
x ·

√
a2 + x2 + a2 · ln |x+

√
a2 + x2|

)
.

△

Primer 15. Rexiti integral
∫ √

x2 − a2dx.

Rexe�e. Tra�eni integral bi�e oznaqen sa I i rexava se metodom parcijalne

integracije. Neka je u(x) =
√
x2 − a2, dv(x) = dx. Odavde je du(x) =

xdx√
x2 − a2

, v(x) = x.

I =

∫ √
x2 − a2dx = x ·

√
x2 − a2 −

∫
x2dx√
x2 − a2

.

Ovde se postupa kao i u prethodnom primeru, u brojiocu dobijenog integrala
�e biti dodato i oduzeto a2, a nakon toga, uoqava se da u dobijenom izrazu
postoji isti integral kao polazni:

I = x·
√
x2 − a2−

∫ √
x2 − a2dx−

∫
a2dx√
x2 − a2

= x·
√
x2 − a2−I−a2 ln |x+

√
x2 − a2|.

Tra�eni integral jednak je:

I =
1

2

(
x ·

√
x2 − a2 − a2 ln |x+

√
x2 − a2|

)
.

△
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Primer 16. Na�i rekurentnu formulu za integral In =

∫
dx

(1 + x2)n
.

Rexe�e. Bi�e razmotrena dva sluqaja. Prvi je kada je n = 1, a drugi kada je
n > 1. U sluqaju kada je n = 1, dobija se tabliqni integral:∫

dx

1 + x2
= arctgx+ c.

Me�utim, u sluqaju kada je n > 1, koristi se metod parcijalne integracije.

Neka je u(x) =
1

(1 + x2)n
, dv(x) = dx, odakle se dobija da je du(x) = − 2nx

(x2 + 1)n+1dx, v(x) = x.

Dakle:

In =

∫
dx

(1 + x2)n
=

x

(x2 + 1)n
+ 2n

∫
x2

(x2 + 1)n+1dx.

U brojiocu �e biti dodata i oduzeta jedinica, pa se dobijeni integral mo�e
predstaviti kao zbir dva integrala. Dakle, In je jednako:

In =
x

(x2 + 1)n
+2n ·

(∫
dx

(x2 + 1)n
−
∫

dx

(x2 + 1)n+1

)
=

x

(x2 + 1)n
+2n (In − In+1) .

Odavde se dobija rekurentna veza:

In+1 =
1

2n
· x

(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n
In.

Odnosno, ako je u pita�u rekurentna veza za In:

In =
1

2n− 2
·
(

x

(x2 + 1)n−1 + (2n− 3)In−1

)
.

△

3.3 Integracija nekih posebnih klasa funkcija

Prilikom rexava�a integrala pojedinih klasa funkcija, mogu�e je uvesti
neke karakteristiqne smene koje �e integral uprostiti i omogu�iti �egovo
jednostavnije rexava�e. Ovde �e biti razmotrena integracija tri posebne
klase funkcija: racionalne, iracionalne i trigonometrijske funkcije.

3.3.1 Integracija racionalne funkcije

Neka je data racionalna funkcija
P (x)

Q(x)
. Mogu se za poqetak uoqiti dva

sluqaja. U prvom sluqaju, ukoliko je stepen polinoma P (x) ma�i od stepena
polinoma Q(x) data funkcija se naziva pravim razlomkom. U drugom sluqaju,
ukoliko je stepen polinoma P (x) ve�i od stepena polinoma Q(x), mo�e se iz-
vrxiti de	e�e polinoma P (x) polinomom Q(x) i na taj naqin polinom P (x)
se zapisuje u obliku:

P (x) = S(x) ·Q(x) +R(x),
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pri qemu je stepen polinoma R(x) ma�i od stepena polinoma Q(x). Sada raci-
onalna funkcija sa poqetka izgleda ovako:

P (x)

Q(x)
= S(x) +

R(x)

Q(x)
,

odnosno kao zbir polinoma i pravog razlomka. Ukoliko se tra�i integral

racionalne funkcije

∫
P (x)

Q(x)
dx, u drugom sluqaju to bi bila slede�a jednakost:∫

P (x)

Q(x)
dx =

∫
S(x)dx+

∫
R(x)

Q(x)
dx.

Kako je iz tablice mogu�e odrediti integral polinoma, ovaj problem se svodi
na odre�iva�e integrala pravog razlomka. Da bi se odredio integral pravog
razlomka, za poqetak, potrebno je faktoristati polinom Q(x) u imeniocu.

Primer 17. Razmotriti integral oblika

∫
dx

x− a
.

Rexe�e. Ovo je integral racionalne funkcije, kod koga se u brojiocu nalazi
konstanta, a u imeniocu polinom prvog stepena. Ukoliko se uvede smena t =

x− a, dobija se tabliqni integral

∫
dt

t
. Dakle, rexe�e je:∫

dx

x− a
= ln |x− a|+ c.

△

Primer 18. Na�i integral

∫
dx

(x− a)k
, za k > 1.

Rexe�e. Kao i u prethodnom primeru uvodi se smena t = x− a.∫
dx

(x− a)k
=

∫
dt

tk
=

1

(1− k)tk−1
+ c =

1

(1− k)(x− a)k−1
+ c.

△

Slika 21: Aplet na kojem su prikazana rexe�a neodre�enog integrala
za razliqite vrednosti parametara a, k i konstante c
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Primer 19. Rexiti integral

∫
xdx

x2 + a2
, ako je a ̸= 0.

Rexe�e. Bi�e uvedena smena t = x2 + a2. Nakon uvo�e�a smene, dobija se
rexe�e: ∫

xdx

x2 + a2
=

1

2
ln |x2 + a2|+ c.

△

Primer 20. Razmotriti integral racionalne funkcije kod koga je stepen
polinoma u brojiocu ve�i od stepena polinoma u imeniocu. U pita�u je in-

tegral

∫
x3

x2 + 1
dx.

Rexe�e. Kako je stepen polinoma u brojiocu ve�i od stepena polinoma u ime-
niocu, prvo �e biti izvrxeno de	e�e polinoma. Dobija se:∫

x3

x2 + 1
dx =

∫
xdx−

∫
xdx

x2 + 1
=

x2

2
− 1

2
ln |x2 + 1|+ c.

△

Sada �e biti navedene teoreme koje se koriste prilikom integra	e�a ra-
cionalnih funkcija.

Stav 1. Polinom P (x) de	iv je sa (x− a) ako i samo ako je Q(a) = 0.

Stav 2. Svaki polinom stepena n > 1 ima taqno n nula, realnih ili kom-
pleksnih.

Me�u n nula polinoma Q(x) mo�e biti i jednakih. Prema tome, ako su
a1, a2, . . . , am sve razliqite nule polinoma

Q(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + . . .+ c1x+ c0, (1)

onda se mo�e napisati

Q(x) = cn(x− a1)
k1(x− a2)

k2 · · · (x− am)
km , k1 + k2 + . . .+ km = n,

pri qemu se broj ki naziva redom nule ai.

Primer 21. Rexiti integral

∫
dx

(x2 + a2)n
za n > 1, a ̸= 0.

Rexe�e. Izraz u imeniocu bi�e transformisan:∫
dx

(x2 + a2)n
=

1

a2n

∫
dx((

x
a

)2
+ 1
)n =

1

a2n−1

∫
dt

(t2 + 1)n
,

ako je t =
x

a
. Dobijeni integral je razmotren u primeru 16, pa va�i:

∫
dx

(x2 + a2)n
=

1

a2n−1
· 1

2n− 2
·

(
x
a

(
(
x
a

)2
+ 1)n−1

+ (2n− 3)In−1

)
,

za n = 2, 3, . . . △
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Slika 22: Aplet na kojem su prikazana rexe�a integrala za razliqite
vrednosti broja a i n, na slici je prikazano rexe�e za n = 4

Primer 22. Rexiti integral

∫
xdx

(x2 + a2)n
.

Rexe�e. U navedenom primeru uvodi se smena t = x2 + a2, a odavde je i

xdx =
dt

2
.

∫
xdx

(x2 + a2)n
=

1

2

∫
dt

tn
=

1

2
· t−n+1

−n+ 1
=

1

2
· 1

(1− n)tn−1
+c = − 1

2(n− 1) · (x2 + a2)n−1
+c.

△

Stav 3. Ako je kompleksan broj z = α + iβ nula polinoma

Q(x) =
n∑

i=0

cix
i

sa realnim koeficijentima ci, onda je �emu konjugovan broj z = α− iβ tako�e
nula polinoma Q(x).

Dokaz. Za dva proizvo	na kompleksna broja z1 i z2 va�e jednakosti: z1 ± z2 =
z1 ± z2 i z1z2 = z1 · z2. Kako je z nula polinoma Q(x), va�i da je

Q(z) =
n∑

i=0

ciz
i = 0.

Potrebno je dokazati da je i Q(z) = 0. Za Q(z) va�i slede�e:

Q(z) =
n∑

i=0

ciz
i =

n∑
i=0

ciz
i =

n∑
i=0

cizi = Q(z) = 0.

�
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Dakle, ako je Q(x) polinom sa realnim koeficijentima i kompleksnom nu-
lom z1 = α + iβ, tada on ima i nulu z2 = α− iβ, pa je de	iv sa:

(x− z1)(x− z2) = (x− (α+ iβ))(x− (α− iβ)) = x2 − 2αx+α2 + β2 = x2 + px+ q,

ako je p = −2α, a q = α2 + β2, p, q ∈ R. Navedena kvadratna jednaqina ima
diskriminantu ma�u od nule. Imaju�i ovo u vidu, kao i jednakost (1), polinom
Q(x) sa realnim koeficijentima od kojih je uz najvixi stepen jedinica mo�e
se napisati u obliku:

Q(x) = (x− a1)
k1(x− a2)

k2 · · · (x− ap)
kp(x2 + b1x+ c1)

l1 · · · (x2 + bqx+ cq)
lq ,

gde je k1 + k2 + . . .+ kp + 2 · (l1 + . . .+ lq) = n, n je stepen polinoma Q, ai, bi, ci ∈
R, bi2 − 4ci < 0, i = 1, . . . p, j = 1, . . . , q.

Odre�iva�e parametara ovog razlaga�a ekvivalentno je nala�e�u svih
nula polinoma Q(x), tj. rexava�u jednaqine Q(x) = 0. Pod pretpostavkom
da je razlaga�e dato u zadatku ili da je polinom Q(x) dovo	no jednostavan da

ga je poznatim metodama mogu�e rastaviti, racionalna funkcija
P (x)

Q(x)
mo�e da

se predstavi u obliku zbira izvesnog broja razlomaka. Svakom faktoru oblika
(x− ai)

ki , i = 1, . . . , p, polinoma Q(x) odgovara zbir ki razlomaka:

Ai1

x− ai
+

Ai2

(x− ai)2
+ . . .+

Aiki

(x− ai)ki
,

a svakom faktoru oblika (x2 + bjx+ cj)
nj , j = 1, . . . , q, odgovara zbir nj razlo-

maka:
Mj1x+Nj1

x2 + bjx+ cj
+

Mj2x+Nj2

(x2 + bjx+ cj)2
+ . . .+

Mjnj
x+Njnj

(x2 + bjx+ cj)nj
.

Pri tom su Aiµ,Mjν , Njν nepoznati koeficijenti koje treba odrediti. Oni
se odre�uju metodom neodre�enih koeficijenata. Izjednaqava�em date funk-

cije
P (x)

Q(x)
sa navedenim zbirom i mno�e�em dobijene jednakosti sa Q(x) do-

bijaju se polinomi. Dobijena je jednakost dvaju polinoma. Dva polinoma su
identiqki jednaka ako i samo ako su im jednaki koeficijenti uz odgovaraju�e
stepene. Izjednaqava�em tih koeficijenata dobija se sistem jednaqina iz koga
mo�emo na�i tra�ene koeficijente. Bitno je primetiti da je prilikom ova-
kvog razlaga�a u brojiocu uvek polinom za stepen ma�i od polinoma u imeni-
ocu, ako se posmatra opxti oblik polinoma.

Dakle, svaku racionalnu funkciju je mogu�e razlo�iti na zbir polinoma
i prostih razlomaka. Prema tome, integracija racionalne funkcije svodi se
na integraciju polinoma i prostih razlomaka. Kako je integracija polinoma
jednostavna, u narednim primerima �e biti razmotreno integrisa�e prostih
razlomaka.

Primer 23. Rexiti integral

∫
dx

2x2 + 4x+ 20
.
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Rexe�e. U ovom primeru, polinom u imeniocu je nerastav	iv. U tom sluqaju,
kvadratni trinom x2 +2x+10 bi�e zapisan u kanonskom obliku x2 +2x+10 =
(x+ 1)2 + 9.∫

dx

2x2 + 4x+ 20
=

∫
dx

2(x2 + 2x+ 10)
=

1

2

∫
dx

x2 + 2x+ 1 + 9
=

1

2

∫
dx

(x+ 1)2 + 9
.

Uvodi se smena t = x+ 1. Tada se dobija da je poqetni integral jednak:∫
dx

2x2 + 4x+ 20
=

1

2

∫
dt

t2 + 32
=

1

6
· arctg t

3
+ c =

1

6
· arctgx+ 1

3
+ c.

△

Primer 24. Rexiti integral

∫
3x+ 2

x2 + 4x+ 9
dx.

Rexe�e. Kao i u prethodnom primeru, polinom koji se nalazi u imeniocu
je nerastav	iv. Polinom �e biti zapisan u kanonskom obliku x2 + 4x + 9 =
(x+2)2+5, a potom �e biti uvedena smena t = x+2. Odavde je x = t−2. Dobija
se slede�e:∫

3x+ 2

x2 + 4x+ 9
dx =

∫
3x+ 2

(x+ 2)2 + 5
dx =

∫
3(t− 2) + 2

t2 + 5
dt =

∫
3t− 4

t2 + 5
dt.

Dobijeni integral �e biti rastav	en na zbir dva integrala koji su od ranije
poznati. Dobija se slede�e rexe�e:∫

3x+ 2

x2 + 4x+ 9
dx = 3

∫
tdt

t2 + 5
− 4

∫
dt

t2 + 5
=

=
3

2
· ln |t2 + 5| − 4√

5
· arctg t√

5
+ c =

3

2
· ln |x2 + 4x+ 9| − 4√

5
· arctgx+ 2√

5
+ c.

△

Slika 23: Aplet na kojem je prikazan grafik podintegralne funkcije,
kao i rexe�a integrala za razliqite vrednosti konstante c
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Primer 25. Rexiti integral

∫
2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
dx.

Rexe�e. Kako je stepen polinoma u brojiocu ma�i od stepena polinoma u
imeniocu, nema potrebe za de	e�em ova dva polinoma, jer je u pita�u pravi
razlomak. Racionalna funkcija �e biti razlo�ena na zbir prostih razlomaka
na slede�i naqin:

2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
=

A

x− 2
+

Bx+ C

x2 + 1
+

Dx+ E

(x2 + 1)2
.

Ukoliko se obe strane navedene jednakosti pomno�e sa (x − 2)(x2 + 1)2 dobija
se slede�e:

2x2+2x+13 = (A+B)x4+(−2B+C)x3+(2A+B−2C+D)x2+(−2B+C−2D+E)x+(A−2C−2E).

Izjednaqava�em koeficijenata uz odgovaraju�e stepene i dobija se sistem jed-
naqina qija su rexe�a A = 1, B = −1, C = −2, D = −3, E = −4. Sada je mogu�e
poqetni integral rastaviti na zbir integrala prostih razlomaka:∫

2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
dx =

∫
dx

x− 2
−
∫

x+ 2

x2 + 1
dx−

∫
3x+ 4

(x2 + 1)2
dx.

Prvi integral jednak je: ∫
dx

x− 2
= ln |x− 2|.

Drugi integral �e prvo biti zapisan kao zbir dva integrala:∫
x+ 2

x2 + 1
dx =

∫
xdx

x2 + 1
+ 2

∫
dx

x2 + 1
=

1

2
· ln |x2 + 1|+ 2 · arctgx.

Tre�i integral se tako�e rastav	a na dva integrala i dobijaju se integrali
poznati od ranije:∫

3x+ 4

(x2 + 1)2
dx = 3

∫
xdx

(x2 + 1)2
+4

∫
dx

(x2 + 1)2
= −3

2
· 1

x2 + 1
+2· x

x2 + 1
+2·arctgx.

Rexe�e poqetnog integrala je onda:∫
2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
dx = ln |x− 2|− 1

2
·ln |x2 + 1|−4·arctgx+ 3

2(x2 + 1)
− 2x

x2 + 1
+c.

△

3.3.2 Integracija iracionalnih funkcija

Iracionalne funkcije tako�e se mogu pojaviti kao deo podintegralne funk-
cije. Korix�e�em odgovaraju�ih smena integrale qije podintegralne funk-
cije sadr�e korene mogu�e je svesti na ve� razmotreni i poznati sluqaj inte-
gracije racionalnih funkcija. Ovde �e ukratko, uz par primera, biti razmo-
trena integracija nekih iracionalnih funkcija.
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Prvi i najjednostavniji sluqaj je kada se pod korenom nalaze linearne
funkcije tj. ukoliko je tra�eni integral oblika:∫

R

(
x, n1

√
αx+ β

γx+ δ
, . . . , nk

√
αx+ β

γx+ δ

)
,

gde je sa R oznaqena racionalna funkcija svojih argumenata, a n1, . . . , nk su
prirodni brojevi. Neka je n =NZS(n1, . . . , nk). Uvodi se smena:

tn =
αx+ β

γx+ δ
.

Tada je

x =
δtn − β

α− γtn
= φ(t),

dx = φ′(t)dt,

pa se navedeni integral svodi na integral racionalne funkcije.

Primer 26. Rexiti integral

∫
dx√

2x− 1− 4
√
2x− 1

.

Rexe�e. Tra�eni integral je integral iracionalne funkcije. Kao xto je
reqeno, uvodi se smena t = 4

√
2x− 1 i odatle �e biti dx = 2t3dt. Nakon uvedene

smene dobija se integral racionalne funkcije:∫
dx√

2x− 1− 4
√
2x− 1

=

∫
2t3

t(t− 1)
dt = 2

(∫
(t+ 1)dt+

∫
dt

t− 1

)
=

= 2

(
t2

2
+ t+ ln |t− 1|

)
+c = t2+2t+2 ln |t− 1|+c =

√
2x− 1+2 4

√
2x− 1+2 ln | 4

√
2x− 1− 1|+c.

△

Slika 24: Aplet na kojem se za unetu vrednost konstante c
prikazuje odgovaraju�e rexe�e integrala
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Bi�e razmotren i sluqaj kada je potkorena veliqina polinom drugog ste-
pena. Tada se uvode Ojlerove17 smene. Neka je dat integral oblika∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c)dx. (2)

Prva Ojlerova smena

U sluqaju da je a > 0, uvodi se smena
√
ax2 + bx+ c = t + x

√
a. Ukoliko se

kvadriraju obe strane jednakosti, dobija se da je x =
t2 − c

b− 2
√
at

= R1(t). Odavde

je dx = R′
1(t)dt i integral (2) se svodi na integral racionalne funkcije.

Primer 27. Rexiti integral

∫
dx

x+
√
x2 − x+ 1

.

Rexe�e. Kako je broj koji stoji uz x2 ve�i od nule, uvodi se smena
√
x2 − x+ 1 =

x+ t. Odavde je x =
1− t2

2t+ 1
, odnosno, dx =

−2t2 − 2t− 2

(2t+ 1)2
dt. Dobija se:

∫
dx

x+
√
x2 − x+ 1

= −2

∫
t2 + t+ 1

(2t+ 1)(t+ 2)
dt =

∫
−dt+

∫
3t

(2t+ 1)(t+ 2)
dt =

−t−
∫

dt

2t+ 1
+ 2

∫
dt

t+ 2
= −t− 1

2
ln |2t+ 1|+ 2 ln |t+ 2|+ c.

Konaqno rexe�e se dobija kada se stavi da je t =
√
x2 − x+ 1− x. △

Druga Ojlerova smena

U sluqaju kada je c > 0, uvodi se smena
√
ax2 + bx+ c = xt +

√
c. Kvadri-

ra�em se dobija da je x =
b− 2t

√
c

t2 − a
= R2(t). Odavde je dx = R′

2(t)dt i integral

(2) se svodi na integral racionalne funkcije.
Tre�a Ojlerova smena

Ako su x1, x2 me�usobno razliqiti realni koreni kvadratne jednaqine ax
2+

bx + c = 0 onda se smenom
√
ax2 + bx+ c = t(x − x1) integral (2) svodi na

integral racionalne funkcije. Tada je x =
ax2 − t2x1

a− t2
= R3(t), odnosno, dx =

R′
3(t)dt.
Prva i tre�a Ojlerova smena su dovo	ne za nala�e�e bilo kog integrala

tipa (2).

Primer 28. Rexiti integral

∫
dx

(1 + x2)
√
1− x2

.

Rexe�e. Ovde se pojav	uje potkorena veliqina koja ima dve realne nule.
Prema tome, uvodi se tre�a Ojlerova smena,

√
1− x2 = t(x + 1). Odavde je

x =
1− t2

t2 + 1
i dx =

−4tdt

(t2 + 1)2
. Nakon uvedene smene dobija se rexe�e:

−
∫

t2 + 1

t4 + 1
dt = −

∫
t2 + 1

(t2 − t
√
2 + 1)(t2 + t

√
2 + 1)

dt =

17Leonard Ojler(nem. Leonhard Euler, 1707-1783), xvajcarski matematiqar i fiziqar
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= −1

2

∫
dt

t2 + t
√
2 + 1

−1

2

∫
dt

t2 − t
√
2 + 1

= −
√
2

2
arctg(t

√
2 + 1)−

√
2

2
arctg(t

√
2− 1)+c.

Konaqno rexe�e dobija se kada se stavi da je t =

√
1− x

1 + x
. △

Slika 25: Aplet na kojem se za razliqite vrednosti konstante c
prikazuje promena rexe�a integrala

Postoje sluqajevi kada je mogu�e izbe�i Ojlerovu smenu. Neka je dat inte-
gral oblika ∫

Pn(x)√
ax2 + bx+ c

dx,

gde je Pn(x) polinom stepena n, onda se taj integral mo�e rexiti primenom
formule∫

Pn(x)√
ax2 + bx+ c

dx = Qn−1(x) ·
√
ax2 + bx+ c+ λ ·

∫
dx√

ax2 + bx+ c
,

gde je Qn−1(x) polinom stepena n − 1, a λ broj. Ukoliko se izvrxi operacija
diferencira�a na obe strane navedene jednakosti mogu se dobiti konstante
polinoma Qn−1(x) i konstanta λ.

Primer 29. Primenom navedene formule rexiti integral

∫
2x2 + 5x+ 1√
x2 + 4x− 3

dx.

Rexe�e. Tra�eni integral mo�e se razlo�iti po formuli:∫
2x2 + 5x+ 1√
x2 + 4x− 3

dx = (Ax+B)
√
x2 + 4x− 3 + λ

∫
dx√

x2 + 4x− 3
.

Nakon diferencira�a obe strane jednakosti dobija se slede�e:

2x2 + 5x+ 1√
x2 + 4x− 3

= A ·
√
x2 + 4x− 3 + (Ax+B) · x+ 2√

x2 + 4x− 3
+

λ√
x2 + 4x− 3

.

Svo�e�em na zajedniqki imenilac dobija se da je:

2x2 + 5x+ 1 ≡ A(x2 + 4x− 3) + (Ax+B)(x+ 2) + λ,
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odnosno,
2x2 + 5x+ 1 ≡ 2Ax2 + (6A+B)x+ (−3A+ 2B + λ).

Izjednaqava�em koeficijenata uz odgovaraju�e stepene promen	ive x, dobija
se sistem:

2A = 2,

6A+B = 5,

−3A+ 2B + λ = 1.

Rexe�e sistema jednaqina je A = 1, B = −1, λ = 6. Dakle, poqetni integral se
mo�e zapisati u obliku:∫

2x2 + 5x+ 1√
x2 + 4x− 3

dx = (x− 1)
√
x2 + 4x− 3 + 6

∫
dx√

(x+ 2)2 − 7
=

= (x− 1)
√
x2 + 4x− 3 + 6 ln |x+ 2 +

√
(x+ 2)2 − 7|+ c.

△

3.3.3 Integracija trigonometrijskih funkcija

Neka je dat integral oblika
∫
R(sinx, cosx)dx, gde je R racionalna funk-

cija svojih argumenata. Ovaj integral mo�e se svesti odgovaraju�im smenama
na integral racionalne funkcije.

1) Smena t = tg
x

2
Ako je tg

x

2
= t onda je x = 2arctgt. Ukoliko se diferenciraju obe strane

navedene jednakosti dobija se

dx =
2dt

1 + t2
.

Sada je potrebno izraziti funkcije sin x i cosx preko t.

sin x =
sinx

sin2 x
2
+ cos2 x

2

.

Ukoliko se i brojilac i imenilac podele sa cos2 x
2
dobija se da je:

sin x =
2tg x

2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
.

Na isti naqin dobija se da je cosx jednako:

cosx =
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

=
1− t2

1 + t2
.

Primer 30. Uvo�e�em smene t = tg x
2
rexiti integral

∫
dx

5− 4 sin x+ 3 cos x
.
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Rexe�e. Uvo�e�em tra�ene smene, dobija se:∫
dx

5− 4 sin x+ 3 cos x
=

∫
dt

t2 − 4t+ 4
=

∫
dt

(t− 2)2
= − 1

t− 2
+ c =

1

2− tg x
2

+ c.

△

Slika 26: Aplet na kojem se za razliqite vrednosti konstante c
prikazuje promena rexe�a integrala

U nekim sluqajevima postoje pogodnije smene, koje �e ovde biti razmotrene.

2) Smena t = tgx
Ako je R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx) onda se integral

∫
R(sinx, cosx)dx

svodi na integral racionalne funkcije smenom t = tgx. Odavde je x = arctgt,

pa je dx =
dt

1 + t2
. Potrebno je sada izraziti funkcije sin x i cosx preko t.

cos2 x =
cos2 x

sin2 x+ cos2 x
=

1

1 + tg2x
=

1

1 + t2
.

Odavde je:

cos x =
1√

1 + t2
.

Vrednost sinx dobija se iz trigonometrijskog identiteta sin2 x + cos2 x = 1.
Bi�e:

sin x =
t√

1 + t2
.

Primer 31. Uvo�e�em smene t = tgx rexiti integral

∫
dx

sin4 x cos2 x
.

Rexe�e. Uvo�e�em tra�ene smene dobija se:∫
dx

sin4 x cos2 x
=

∫
1 + 2t2 + t4

t4
dt =

∫
dt

t4
+

∫
2dt

t2
+

∫
dt =

= −1

3
· 1
t3

− 2 · 1
t
+ t+ c = tgx− 2

tgx
− 1

3tg3x
+ c.

△
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3) Smena t = sin x
Ako je R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cos x) tj. ako je data racionalna funkcija

neparna po cosx tada je najbo	a smena t = sin x.

Primer 32. Uvo�e�em odgovaraju�e smene rexiti integral

∫
sin 2x+ cos x

sin2 x+ 1
dx.

Rexe�e. Ovde �e prvo biti prime�ena adiciona formula za sinus dvostrukog
ugla. Dobija se: ∫

sin 2x+ cosx

sin2 x+ 1
dx =

∫
2 sin x cos x+ cos x

sin2 x+ 1
dx

Podintegralna funkcija je neparna po funkciji cos x, pa �e biti uvedena smena
t = sin x. Dobija se da je poqetni integral onda jednak:∫

2t+ 1

t2 + 1
dt = ln |t2 + 1|+ arctgt+ c = ln | sin2 x+ 1|+ arctg(sinx) + c.

△

Slika 27: Aplet na kojem se za razliqite vrednosti konstante c
prikazuje promena rexe�a integrala

4) Smena t = cos x
Ukoliko je R(− sin x, cosx) = −R(sinx, cos x) tj. ako je data racionalna

funkcija neparna po sin x, tada je najbo	a smena t = cos x.

Primer 33. Uvo�e�em odgovaraju�e smene rexiti integral

∫
sin3 x cos2 xdx.

Rexe�e. Mo�e se uoqiti da je podintegralna funkcija neparna po funkciji
sin x, pa �e biti uvedena smena t = cos x. Dobija se:∫

sin3 x cos2 xdx =

∫
(1− cos2 x) cos2 x sin xdx =

∫
(t4 − t2)dt =

=
t5

5
− t3

3
+ c =

cos5 x

5
− cos3 x

3
+ c

△
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4 Odre�eni integral

Odre�eni integral, kao xto je prikazano u istorijskom uvodu, nastaje hro-
noloxki pre pojma neodre�enog integrala. Pojam neodre�enog integrala se
osla�a na pojam izvoda i ne predstav	a neki novi osnovni pojam, mada omogu�ava
olakxan rad sa odre�enim integralima. Ve� je pomenuto da su se antiqki
narodi u suxtini koristili nekim specijalnim sluqajevima odre�enog inte-
grala. Ovde �e biti prikazan problem kvadrature parabole kao jedan od zna-
qajnih Arhimedovih rezultata uz upotrebu savremenih oznaka. Taj rezultat
se mo�e smatrati jednim od prvih znaqajnih rezultata matematiqke analize.
Pri tome �e biti korix�en pojam limesa niza realnih brojeva.

Problem kvardrature parabole

Korix�e�em programskog paketa GeoGebra naprav	eni su interaktivni
apleti na kojima je ilustrovan problem kvadrature parabole korak po korak.
Pritiskom na dugmi�e na veb stranici, na apletu se pojav	uju odgovaraju�i
sadr�aji.

Neka je data parabola y = x2 i pravougaonik sa temenimaA(0, 0), B(a, 0), C(a, a2),
D(0, a2), a > 0. Tada parabola deli pravougaonik na dve figure qije se po-
vrxine odnose kao 1:2. Na slici 28. prikazana je parabola i dati pravo-
ugaonik, kao i �ihove povrxine. Pritiskom na dugme ,,klizaqa" na apletu
prikazanom na slici 28. dolazi do promene du�ine stranice a, a samim tim
i do promene povrxine pravougaonika i xrafiranog dela ispod parabole.

Slika 28: Interaktivni aplet na kojem je prikazana
povrxina navedenih figura
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Povrxina pravougaonika jednaka je

P = a · a2 = a3.

Neka je S povrxina xrafirane figure, ograniqene stranicama AB i BC pra-
vougaonika i delom luka parabole od A do C. Treba dokazati da je S : (P−S) =
1 : 2, odnosno,

S =
1

3
P =

1

3
a3.

Neka je n prirodan broj. Odseqak [0, a] ose Ox bi�e pode	en na n jedna-

kih odseqaka:
[
0,

a

n

]
,
[a
n
, 2

a

n

]
, · · · ,

[
(n− 1)

a

n
, a
]
; svaki od ovih odseqaka ima

du�inu
a

n
. Nad svakim od ovih odseqaka potrebno je konstruisati dva pravo-

ugaonika: ,,opisani", qije desno gor�e teme pripada paraboli, i ,,upisani",
qije levo gor�e teme pripada paraboli.

Na slici 29. i slici 30. prikazani su apleti sa opisanim, odnosno upisa-
nim, pravougaonicima, a pritiskom na dugme ,,Promeni broj podeonih taqaka"
dolazi istovremeno i do promene broja pravougaonika.

Slika 29: Opisani pravougaonici Slika 30: Upisani pravougaonici

Visine opisanih pravougaonika, jednake su, redom:
(a
n

)2
,
(
2
a

n

)2
, . . . ,

(
(n− 1)

a

n

)2
,(

n
a

n

)2
, pa su i �ihove povrxine jednake, redom:

a

n

(a
n

)2
,
a

n

(
2
a

n

)2
, · · · , a

n

(
(n− 1)

a

n

)2
,

a

n

(
n
a

n

)2
. Odatle sledi da je zbir Po povrxina opisanih pravougaonika jednak

PO =
(a
n

)3
(12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2 + n2) =

=
(a
n

)3n(n+ 1)(2n+ 1)

6
= a3 · 2n

2 + 3n+ 1

6n2
=

a3

3
+

a3

2n
+

a3

6n2
.

Povrxina svakog od upisanih pravougaonika jednaka je razlici povrxina od-
govaraju�eg opisanog pravougaonika i ,,dodatog"pravougaonika.
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Slika 31: Dodati pravougaonici

Svaki od dodatih pravougaonika ima jednu od stranica du�ine
a

n
, dok je

zbir du�ina �ihovih drugih stranica jednak a2. Pritiskom na dugme ,,Po-
kreni animaciju" na apletu prikazanom na slici 31. dodati pravougaonici se

,,sla�u" u jedan veliki pravougaonik qije su stranice du�ine
a

n
i a2. Zbog

toga je zbir PD povrxina dodatih pravougaonika jednak
a

n
· a2 = a3

n
. Onda je

zbir PU povrxina upisanih pravougaonika jednak razlici PO − PD, odnosno

PU =
a3

3
+

a3

2n
+

a3

6n2
− a3

n
=

a3

3
− a3

2n
+

a3

6n2
.

Oqigledno je
PU < S < PO,

dakle
a3

3
− a3

2n
+

a3

6n2
< S <

a3

3
+

a3

2n
+

a3

6n2
,

zbog qega je

− a3

2n
+

a3

6n2
< S − a3

3
<

a3

2n
+

a3

6n2
.

Ove nejednakosti su taqne za svaki prirodan broj n. Poxto je

lim
n→∞

(
− a3

2n
+

a3

6n2

)
= 0, lim

n→∞

(
a3

2n
+

a3

6n2

)
= 0,

mo�e se zak	uqiti da je S =
a3

3
, xto je i trebalo dokazati.

Sada kada je poznata povrxinu S tra�ene figure mogu�e je povezati pro-
blem kvadrature parabole sa pojmom primitivne funkcije. Neka je data pa-
rabola y = x2. Bi�e na�ena povrxina S(t) figure u ravni koja je ograniqena
osom Ox, pravom x = t, t ≥ 0 i delom luka parabole za 0 ≤ x ≤ t.
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Slika 32: Tra�ena povrxina Slika 33: Krivolinijski trapez kada je h > 0

Funkcija S(t) je definisana za svako t ≥ 0 i neka je to odre�eni pozitivan
broj. Bi�e izraqunata razlika S(t0 + h)− S(t0). Ako je h > 0, to je povrxina
krivolinijskog trapeza prikazanog na slici 33. Ona je ve�a od odgovaraju�eg
upisanog pravougaonika i ma�a od povrxine odgovaraju�eg opisanog pravouga-
onika. Dakle,

t20 · h < S(t0 + h)− S(t0) < (t0 + h)2 · h, (3)

odnosno,

t20 <
S(t0 + h)− S(t0)

h
< (t0 + h)2.

Ako je h < 0, a t0+h > 0, tada �e S(t0)−S(t0+h) biti povrxina krivolinijskog
trapeza prikazanog na slici 34.

Slika 34: Krivolinijski trapez kada je h < 0

Povrxina �e onda biti izme�u:

(t0 + h)2 · h < S(t0)− S(t0 + h) < t20 · h,

odnosno, poxto je h < 0:

(t0 + h)2 · h > S(t0 + h)− S(t0) > t20 · h.

Dakle, va�i�e:

(t0 + h)2 <
S(t0 + h)− S(t0)

h
< t20. (4)

Iz formula (3) i (4) sledi da postoji

lim
h→0

S(t0 + h)− S(t0)

h
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i da je on jednak t20. Funkcija S(t) �e imati u svakoj taqki t0 izvod S ′(t0) =
t20, xto znaqi da je S(t) primitivna funkcija za funkciju t2. Odavde je

S(t) =
1

3
t3 + c, t ≥ 0. Kako je S(0) = 0, dobija se da je i c = 0, pa je

S(t) =
1

3
t3, t ≥ 0.

Za t = a, ovo je formula S =
1

3
a3, dobijena prilikom rexava�a problema kva-

drature parabole Arhimedovom metodom.

4.1 Motivacija za uvo�e�e odre�enog integrala

Iako se pojam odre�enog integrala osla�a na pojam izvoda, on istorijski
nastaje pre �ega. Pojedini problemi iz fizike i geometrije vode do pojma
odre�enog integrala. Ovde �e biti razmotren problem povrxine. Potrebno
je prvo definisati figuru koja se zove krivolinijski trapez. Krivolinij-
ski trapez je figura u ravni koja je ograniqena sa tri du�i i jednim lukom
neprekidne krive, pri qemu su dve od tih du�i paralelne, a tre�a na �ih
normalna i prave koje su paralelne imaju sa lukom krive najvixe jednu zajed-
niqku taqku. U specijalnom sluqaju jedna ili obe od paralelnih du�i mo�e
da se svede na jednu taqku i tada se dobija krivolinijski trougao. Pojedine
figure u ravni bi�e mogu�e razlo�iti na nekoliko krivolinijskih trapeza
ili trouglova, ali postoja�e i one koje nije mogu�e razlo�iti na ovaj naqin.
Ukoliko je figuru F mogu�e razlo�iti na dve figure F1 i F2 i ako te figure
imaju povrxine P (F1) i P (F2), onda �e povrxina figure F biti

P (F ) = P (F1) + P (F2).

Neka je u ravni dat krivolinijski trapez F .

Neka je u toj ravni dat koordinatni sistem xOy tako da stranica tog tra-
peza koja se nalazi naspram �egove krivolinijske stranice pripada osi Ox.
Trapez se nalazi ,,iznad" ose Ox. Neka je y = f(x), x ∈ [a, b], funkcija qiji
je grafik krivolinijska stranica trapeza, pri qemu su a i b apcise krajeva
stranice trapeza koja pripada osi Ox.
Neka su x0, x1, . . . , xn−1, xn apcise taqaka na osi Ox, takve da je

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b.

Tim taqkama je pode	en odseqak [a, b] na slede�e pododseqke

[x0, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, xn],

pa se ure�ena (n + 1)-torka (x0, x1, . . . , xn−1, xn) zove podela odseqka [a, b] i to
se zapisuje kao P = {x0, x1, . . . , xn−1, xn}.
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Slika 35: Krivolinijski trapez sa podelom

Neka je od tih pododseqaka izabran proizvo	an, [xi−1, xi], i neka je ξi proi-
zvo	na taqka tog pododseqka. Bi�e konstruisan pravougaonik qija je osnova
odseqak [xi−1, xi], a visina f(ξi). Na slici 36. prikazan je interaktivni aplet
na kojem se pritiskom na dugmi�e pojav	uju odgovaraju�i sadr�aji opisani u
navedenoj konstrukciji.

Slika 36: Pravougaonik nad odseqkom

Povrxina ovog pravougaonika jednaka je

Pi = f(ξi)(xi − xi−1).

Ako se ovakva konstrukcija izvrxi nad svakim odseqkom [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n,
dobija se figura S qija je povrxina jednaka

P (S) =
n∑

i=1

f(ξi)(xi − xi−1).

Za dati odseqak [a, b] i datu funkciju f(x) oblik figure S zavisi�e od
podele P = {x0, x1, . . . , xn−1, xn} odseqka i izbora taqaka ξi ∈ [xi−1, xi], i =
1, 2, . . . , n. Neka je ovaj izbor taqaka oznaqen sa ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn}. Ako su ovi
odseqci sitni, figura S se ne�e mnogo razlikovati od krivolinijskog trapeza
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F .
Neka je ∆xi = xi − xi−1, i = 1, 2, . . . , n. Onda skup

{∆x1,∆x2, . . . ,∆xn}

predstav	a konaqan skup pozitivnih realnih brojeva, pa on sadr�i svoj najve�i
element

d = d(P ) = max {∆x1,∆x2, . . . ,∆xn}.
Ako je d dovo	no mali pozitivan broj, podeoci su sitni, a podela P je ,,fina".
Ako se broj d sma�uje uvo�e�em novih podeonih taqaka, podeoci se da	e usit-
�avaju i podela postaje sve finija. Pri tome �e se dobijena stepenasta figura
koja tako nastaje sve ma�e razlikovati od krivolinijskog trapeza.

Na apletu prikazanom na slici 37. pritiskom na dugme ,,usit�avaju" koje
se nalazi u tekstu, poqi�e da se pove�ava broj podeonih taqaka, kao i konstru-
isanih pravougaonika i na taj naqin se dobijena figura sve vixe pribli�ava
krivolinijskom trapezu.

Slika 37: Aplet na kojem je prikazana stepenasta figura
uz pove�a�e broja pravougaonika

Definicija 3. Realan broj S je povrxina krivolinijskog trapeza F ako za
svako ε > 0 postoji δ > 0, takvo da je za sve podele P za koje je d(P ) < δ i za
svaki izbor taqaka ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn} u odgovaraju�im pododseqcima ispu�eno∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)− S

∣∣∣∣∣ < ε,

odnosno,

P (F ) = S = lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi) · (xi − xi−1).
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U k�izi [5] se mogu pogledati razmatra�a drugih problema koji vode do
pojma odre�enog integrala. Ukoliko se rezultati dobijeni rexava�em tih
problema uporede, uoqava se analogija iz koje se mo�e zak	uqiti da dobijene
formule govore o istom apstraktnom pojmu, bez obzira na fiziqku i geome-
trijsku interpretaciju.

4.2 Definicija odre�enog integrala

Neka je dat segment [a, b] ⊂ R. Konaqan skup taqaka P = {x0, x1, . . . xn} takav
da je a = x0 < x1 < . . . < xn = b naziva se podelom segmenta [a, b]. Ako za skup
P [a, b] svih podela segmenta [a, b] va�i P ′ ⊂ P onda je podela P finija od podele
P ′. Sa ∆xi = xi − xi−1 bi�e oznaqena du�ina podeonog segmenta. Parametar
podele P bi�e λ(P ) = max

1≤i≤n
∆xi. Na svakom segmentu [xi−1, xi], i = 1, . . . , n, je

izabrana taqka ξi. Skup svih izabranih taqaka oznaqen je sa ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn}.
Na ovaj naqin dobija se podela sa istaknutim taqkama (P, ξ) segmenta [a, b].

Definicija 4. Neka je f : [a, b] −→ R i neka je (P, ξ) podela sa istaknutim
taqkama segmenta [a, b]. Zbir

σ(f, P, ξ) =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi

naziva se integralnom sumom funkcije f za datu podelu (P, ξ).

Navedena definicija, kao i uvod u �u, interaktivno su prikazani u sklopu
navedene veb stranice. Pritiskom na odgovaraju�e dugme dolazi do geometrij-
skog prikaza navedenih pojmova, a slika apleta, kao i dela veb stranice gde
se nalaze odgovaraju�i dugmi�i povezani sa apletom mogu se videti na slici 38.

Slika 38: Definicija odre�enog integrala
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Definicija 5. Za broj I se ka�e da je limes (graniqna vrednost) integral-
nih suma σ(f, P, ξ) funkcije f : [a, b] −→ R kad λ(P ) −→ 0 i pixe se

lim
λ(P )−→0

σ(f, P, ξ) = I,

ako za svako ε > 0 postoji δ > 0, tako da za svaku podelu sa istaknutim
taqkama (P, ξ) ∈ P [a, b] va�i nejednakost

|σ(f, P, ξ)− I| < ε,

kad je λ(P ) < δ.

Ako lim
λ(P )−→0

σ(f, P, ξ) postoji i konaqan je, onda se ka�e da je funkcija f

integrabilna u Rimanovom smislu na segmentu [a, b]. Broj I = lim
λ(P )−→0

σ(f, P, ξ)

naziva se Rimanovim integralom funkcije f na segmentu [a, b] i pixe se

I =

∫ b

a

f(x)dx.

Broj a predstav	a do�u granicu integrala, broj b predstav	a gor�u gra-

nicu integrala, funkcija f naziva se podintegralnom funkcijom, a izraz
f(x)dx podintegralnim izrazom.

Skup svih funkcija integrabilnih u Rimanovom smislu na segmentu [a, b]
oznaqava se sa R[a, b] i takve funkcije se nazivaju integrabilnim funkcijama.

Na slici 39. prikazan je aplet na kojem se, pritiskom na dugme na kome
pixe ,,usit�ava", pove�ava broj podeonih taqaka, sma�uje se podeoni segment
i kreirani pravougaonici se sve vixe pribli�avaju krivolinijskom trapezu
koji gradi funkcija f .

Slika 39: Aplet na kojem je prikazano pove�a�e broja podeonih taqaka
i pribli�ava�e figure koju grade pravougaonici krivolinijskom trapezu
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Stav 4. Potreban uslov da funkcija f bude integrabilna na segmentu [a, b]
jeste da funkcija f bude ograniqena na segmentu [a, b].

Iz stava 4. se zak	uquje da iz Riman integrabilnosti sledi ograniqenost,
dok obrnuto ne mora da va�i.

Dokaz. Tvr�e�e se negira. Neka je funkcija neograniqena, ali i Riman inte-
grabilna. Poxto je funkcija Riman integrabilna va�i:

lim
λ(P )−→0

σ(f, P, ξ) = I.

Za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da va�i:

|σ(f, P, ξ)− I| < ε, ∀λ(P ) < δ.

Neka je izabrana jedna podela P za koju �e ovo da va�i. Poxto je data pret-
postavka da funkcija nije ograniqena, postoji jedan podeoni segment na kome
f nije ograniqena i postoji ∆xk takvo da to va�i. Integralna suma je ogra-
niqena:

I − ε < σ(f, P, ξ) < I + ε.

Tako�e, integralna suma se mo�e zapisati i kao

σ(f, P, ξ) = f(ξk) ·∆xk +
n∑

i=1

f(ξi) ·∆xi.

Koja god vrednost da se uzme za ξk, f(ξk) �e se pribli�iti beskonaqnosti. Zato
f(ξk)∆xk mo�e biti proizvo	no veliko (malo), xto znaqi da ga je nemogu�e
ograniqiti sa I + ε ili I − ε. Poxto je nemogu�e da zbir ograniqene veliqine
i neograniqene bude ograniqen, kao xto je pretpostav	eno na poqetku zadatka,
dolazi do kontradikcije. Time je dokazano da polazna pretpostavka nije taqna
tj. da svaka Riman integrabilna funkcija mora biti ograniqena. �

Primer 34. Na primeru Dirihleove funkcije bi�e prikazano da ako je funk-
cija ograniqena ne mora biti Riman integrabilna.

Rexe�e. Neka je data Dirihleova funkcija na segmentu [a, b]:

χ(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x /∈ Q.

Ova funkcija ima prekid u svakoj taqki. Neka je data pretpostavka da je ona
Riman integrabilna. Tada �e integralna suma u taqkama koje pripadaju skupu

racionalnih brojeva biti σ(f, P, ξ) =
n∑

i=1

1 ·∆xi = b− a, a u taqkama koje nisu

racionalni brojevi �e biti σ(f, P, ξ) =
n∑

i=1

0 ·∆xi = 0. Odavde sledi da limes

ove sume ne postoji pa Dirihleova funkcija nije integrabilna na [a, b]. △

46



U vezi sa integralnom sumom stoje Darbuove sume. Neka je funkcija f
definisana i ograniqena na segmentu [a, b] i neka je P = {x0, x1, . . . , xn} podela
tog segmenta. Neka su mi, odnosno, m i Mi, odnosno, M :

mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x),m = inf
x∈[a,b]

f(x);

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x),M = sup
x∈[a,b]

f(x).

Suma s = s(f, P ) =
n∑

i=1

mi∆xi naziva se do�om Darbuovom sumom, a S = S(f, P ) =
n∑

i=1

Mi∆xi

gor�om Darbuovom sumom funkcije f na segmentu [a, b].

Stav 5. Ako je funkcija f ograniqena na segmentu [a, b] tada za integralnu
i Darbuove sume va�i:

1. m(b− a) ≤ s(f, P ) ≤ σ(f, P, ξ) ≤ S(f, P ) ≤ M(b− a);

2. inf
ξ
σ(f, P, ξ) = s(f, P ), sup

ξ
σ(f, P, ξ) = S(f, P ).

Dokaz ovog stava mo�e se videti u k�izi [1]. Kako su Darbuove sume ograni-
qene, va�i�e da postoje konaqni sup

P
s(f, P ) i inf

P
S(f, P ). Do�a Darbuova suma

je ograniqena odozgo sa Mi, pa ima svoj supremum, a gor�a Darbuova suma je
ograniqena odozdo pa ima svoj infimum. Neka je

I = sup
P

s(f, P )

do�i Darbuov integral, a
I = inf

P
S(f, P )

gor�i Darbuov integral funkcije f na segmentu [a, b]. Sada �e biti navedena
Darbuova teorema i jedna �ena posledica koja tvrdi da su gor�i i do�i Dar-
buov integral ujedno i limesi odgovaraju�ih suma.

Teorema 6. Za ograniqenu funkciju f na segmentu [a, b] va�i

I = lim
λ(P )−→0

s(f, P ), I = lim
λ(P )−→0

S(f, P ).

Posledica 7. Va�e slede�a dva tvr�e�a:

1. Ograniqena funkcija na segmentu je integrabilna ako i samo ako joj se
do�i i gor�i Darbuov integral poklapaju.

2. Ograniqena funkcija f je integrabilna na segmentu [a, b] ako i samo ako
za svako ε > 0 postoji podela P tog segmenta takva da je S(f, P ) −
s(f, P ) < ε.
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4.3 Integrabilnost

U ovom delu bi�e navedena formulacija i geometrijska interpretacija po-
jedinih teorema vezanih za odre�eni integral i pojam integrabilnosti.

Teorema 8. Svaka neprekidna funkcija na segmentu [a, b] je Riman integra-
bilna na tom segmentu.

Dokaz ove teoreme mo�e se videti u k�izi [1].

Stav 6. Svaka monotona funkcija na segmentu je Riman integrabilna.

Dokaz. Neka je funkcija f rastu�a na segmentu [a, b] i f ̸= const.

Slika 40: Rastu�a funkcija sa jednim podeonim segmentom

Za dato ε > 0 neka je P podela segmenta [a, b] tako da je λ(P ) < δ, δ =
ε

f(b)− f(a)
.

Tada je:

S(f, P )− s(f, P ) =
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi <
ε

f(b)− f(a)
·

n∑
i=1

(Mi −mi) =

=
ε

f(b)− f(a)
(f(b)− f(a)) = ε.

�

Teorema 9. Neka je funkcija f ograniqena i neprekidna na segmentu [a, b],
sem u konaqno mnogo taqaka prekida. Tada je f integrabilna na [a, b].

Dokaz ove teoreme mo�e se videti u k�izi [1].

4.4 Svojstva odre�enog integrala

4.4.1 Linearnost integrala

Teorema 10. Neka su funkcije f, g ∈ R[a, b] i α ∈ R. Tada je f ± g ∈ R[a, b] i
αf ∈ R[a, b]. Pri tome va�e jednakosti

1.

∫ b

a

[f(x)± g(x)]dx =

∫ b

a

f(x)dx±
∫ b

a

g(x)dx;

2.

∫ b

a

αf(x)dx = α

∫ b

a

f(x)dx.
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Dokaz. Integralna suma integrala

∫ b

a

[f(x)± g(x)]dx bi�e zapisana u obliku:

σ(f ± g, P, ξ) =
n∑

i=1

[f(ξi)± g(ξi)]∆xi =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi ±
n∑

i=1

g(ξi)∆xi =

= σ(f, P, ξ)± σ(g, P, ξ).

Kako je lim
λ(P )−→0

σ(f, P, ξ) =

∫ b

a

f(x)dx, lim
λ(P )−→0

σ(g, P, ξ) =

∫ b

a

g(x)dx, postoja�e i

lim
λ(P )−→0

σ(f ± g, P, ξ) =

∫ b

a

[f(x)± g(x)]dx pa �e va�iti prva jednakost. Neka

je integralna suma integrala

∫ b

a

αf(x)dx = α

∫ b

a

f(x)dx zapisana u slede�em

obliku:

σ(αf, P, ξ) =
n∑

i=1

αf(ξi)∆xi = α

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = ασ(f, P, ξ).

Prelaskom na limes kad λ(P ) −→ 0 vidi se da postoji integral

∫ b

a

αf(x)dx i

da va�i druga jednakost. �

Posledica 11. Ako su f, g ∈ R[a, b] i α, β realni brojevi, onda αf + βg ∈
R[a, b]. Pri tome va�i jednakost:∫ b

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a

f(x)dx+ β

∫ b

a

g(x)dx.

Teorema 12. Neka su f, g ∈ R[a, b]. Tada va�e slede�a tvr�e�a:

1. fg ∈ R[a, b];

2. |f | ∈ R[a, b];

3. 1
f
∈ R[a, b] uz uslov |f(x)| ≥ α > 0 za x ∈ [a, b];

4. f ∈ R[α, β] ako [α, β] ⊂ [a, b].

Dokaz ove teoreme mo�e se videti u [1].

4.4.2 Aditivnost integrala

Stav 7. Ako je funkcija f ∈ R[a, c] i a < b < c onda je f ∈ R[a, b], f ∈ R[b, c] i
pri tome va�i jednakost∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.
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Dokaz navedene teoreme mo�e se videti u [1]. Imaju�i u vidu geometrijsku
interpretaciju odre�enog integrala pozitivne funkcije kao povrxine krivo-
linijskog trapeza, ovde �e biti navedena i geometrijska interpretacija date
teoreme. Prikazana je slika apleta na kojem, kao i ranije, pritiskom na od-
govaraju�e dugmi�e, dolazi do kreira�a slike koja predstav	a geometrijsku
interpretaciju navedene teoreme.

Slika 41: Geometrijska interpretacija teoreme o aditivnosti integrala

Prilikom definisa�a integrala

∫ b

a

f(x)dx va�ila je pretpostavka da je

a < b. Slede�a definicija �e omogu�iti rad sa integralima qija je gor�a
granica ve�a ili jednaka sa do�om.

Definicija 6. 1. Ako je funkcija f definisana u taqki a, onda je

∫ a

a

f(x)dx = 0.

2. Ako je a < b i integral

∫ b

a

f(x)dx postoji, onda je∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

Stav 8. Neka taqke a, b, c ∈ R predstav	aju krajeve triju segmenata. Ako je
funkcija f integrabilna na najve�em od tih segmenata, onda je ona integra-
bilna i na ostala dva. Pri tome va�i jednakost:∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.

Dokaz. Tvr�e�e o integrabilnosti funkcije sledi iz posled�e stavke teoreme
12. Neka je a < c < b. Na osnovu stava 7. je:∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx
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tj. ∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

c

f(x)dx.

Ukoliko se uzme u obzir prethodna definicija, dobija se∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.

Sliqno se postupa i u ostalim sluqajevima.18 �
Sada �e biti razmotreni neki sluqajevi razdvaja�a jednog na dva integrala.

Primer 35. Neka je funkcija f : [−a, a] −→ R neprekidna. Razmotriti
qemu je zadati integral jednak ukoliko je funkcija f parna, odnosno, ukoliko
je neparna.

Rexe�e. Poznato je da je f(−x) = f(x) ukoliko je funkcija f parna, a ukoliko
je neparna onda va�i da je f(−x) = −f(x). Ovde �e biti razmotrena ova
dva sluqaja odvojeno, koriste�i se pritom navedenim stavom i definicijom
o aditivnosti integrala. Za poqetak, poqetni integral �e biti predstav	en
kao zbir dva integrala. Dobija se:∫ a

−a

f(x)dx =

∫ 0

−a

f(x)dx+

∫ a

0

f(x)dx.

U prvi integral uvodi se smena x = −t, odakle je:

−
∫ 0

a

f(−t)dt+

∫ a

0

f(x)dx =

∫ a

0

f(−t)dt+

∫ a

0

f(x)dx.

1. Funkcija f je parna∫ a

−a

f(x)dx =

∫ a

0

f(−t)dt+

∫ a

0

f(x)dx =

∫ a

0

f(t)dt+

∫ a

0

f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

2. Funkcija f je neparna∫ a

−a

f(x)dx =

∫ a

0

f(−t)dt+

∫ a

0

f(x)dx = −
∫ a

0

f(t)dt+

∫ a

0

f(x)dx = 0.

Bitno je primetiti da su odgovaraju�i integrali po x i po t jednaki, jer
imaju iste granice i uzimaju isti argument odgovaraju�e funkcije, samo je
ime promen	ive razliqito. △

Slika 42: Parna funkcija Slika 43: Neparna funkcija

18Dokaz je preuzet iz [1]
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4.4.3 Monotonost integrala

Stav 9. Ako je f ∈ R[a, b], a < b i f(x) > 0 za x ∈ [a, b], onda je

∫ b

a

f(x)dx ≥ 0.

Dokaz. Kako je integralna suma σ(f, P, ξ) =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi za svako (P, ξ) ∈ P [a, b]

nenegativna, pa je takva i �ena graniqna vrednost. �

Posledica 13. Ako je f(x) ≤ g(x), x ∈ [a, b], a < b i f, g ∈ R[a, b], onda je∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

Data je geometrijska interpretacija posledice 13. Krivolinijski trapez
koji gradi funkcija g ima ve�u povrxinu od krivolinijskog trapeza koji gradi
funkcija f .

Slika 44: Geometrijska interpretacija teoreme o monotonosti integrala

Stav 10. Ako je f ∈ R[a, b], a < b onda va�i:∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx.

Dokaz. Iz nejednakosti −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| i na osnovu posledice 13. sledi
da je

−
∫ b

a

|f(x)|dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

|f(x)|dx,

odakle je ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx.

�
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4.5 Prva teorema o sred�oj vrednosti

Teorema 14. Neka su f, g ∈ R[a, b], m = inf
x∈[a,b]

f(x),M = sup
x∈[a,b]

f(x) i g(x) ≥

0(g(x) ≤ 0) za x ∈ [a, b]. Tada postoji µ ∈ [m,M ], tako da je∫ b

a

f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a

g(x)dx. (5)

Ako je jox f ∈ C[a, b], onda postoji c ∈ (a, b), tako da je∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a

g(x)dx. (6)

Dokaz. Neka je funkcija g nenegativna. Tada iz m ≤ f(x) ≤ M sledi

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x), x ∈ [a, b].

Integracijom se dobija

m

∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ M

∫ b

a

g(x)dx.

Ako je

∫ b

a

g(x)dx = 0, onda je

∫ b

a

f(x)g(x)dx = 0 i relacija (5) va�i. Ako je∫ b

a

g(x)dx > 0 onda je

m ≤
∫ b

a
f(x)g(x)dx∫ b

a
g(x)dx

≤ M,

pa se za broj µ u relaciji (5) mo�e uzeti

∫ b

a
f(x)g(x)dx∫ b

a
g(x)dx

. U sluqaju neprekid-

nosti funkcije f , prema Koxi-Bolcanovoj teoremi o me�uvrednosti19 postoji
taqka c ∈ (a, b), tako da je f(c) = µ, pa jednakost (6) va�i. �

Ukoliko se u prethodnoj teoremi stavi da je g(x) ≡ 1, dobija se posledica
navedene teoreme.

Posledica 15. Neka je f ∈ R[a, b], m = inf
x∈[a,b]

f(x),M = sup
x∈[a,b]

f(x). Tada po-

stoji µ ∈ [m,M ] tako da ∫ b

a

f(x)dx = µ(b− a). (7)

Ako je f ∈ C[a, b], onda postoji c ∈ (a, b) tako da va�i jednakost∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a). (8)

19Ova teorema se mo�e videti u k�izi [5]

53



Ova posledica se nekad naziva prvom teoremom o sred�oj vrednosti. Sada
�e biti razmotreno geometrijsko tumaqe�e ove teoreme. Na slici 45. je pri-
kazan aplet na kojem je grafik funkcije f(x) i prava y = f(c), c ∈ (a, b).
Pritiskom na odgovaraju�e dugmi�e na veb stranici na apletu dolazi do iscr-
tava�a odre�enih geometrijskih likova. Jednakost (8) kazuje da su povrxine
krivolinijskog trapeza ABCD i pravougaonika ABEF jednake.

Slika 45: Geometrijska interpretacija posledice
prve teoreme o sred�oj vrednosti

Primer 36. Na�i sred�u vrednost funkcije f(x) = sin 2x · e1−cos 2x na inter-
valu [−π, π].

Rexe�e. U ovom primeru bi�e prime�ena teorema o sred�oj vrednosti

f(c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Dakle,

f(c) =
1

2π

∫ π

−π

sin 2x · e1−cos 2xdx.

Uvo�e�em smene t = 1− cos 2x, dolazi se do rexe�a neodre�enog integrala:∫
sin 2xe1−cos 2xdx =

1

2

∫
etdt =

1

2
et =

1

2
e1−cos 2x.

Sada je mogu�e na�i sred�u vrednost funkcije f .

f(c) =
1

4π
e1−cos 2x

∣∣∣∣π
−π

= 0.

Dobijena sred�a vrednost funkcije jednaka je 0, xto se mo�e videti i na
grafiku navedene funkcije.
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Slika 46: Grafik funkcije f(x) iz primera 36.

△

Primer 37. Na�i broj c koji zadovo	ava teoremu o sred�oj vrednosti za funk-
ciju f(x) = x2 + 3x+ 2, na intervalu [1, 4].

Rexe�e. Funkcija f(x) je neprekidna na datom intervalu i mogu�e je prime-
niti teoremu o sred�oj vrednosti.

f(c) =
1

4− 1

∫ 4

1

(x2 + 3x+ 2)dx,

f(c) =
1

3

(
x3

3
+

3

2
x2 + 2x

)∣∣∣∣4
1

.

Odavde je

3(c2 + 3c+ 2) =
99

2
,

odakle se dobija da je c1 = 2, 593 i c2 = −5, 593. Broj c2 ne pripada zadatom
intervalu, pa �e rexe�e zadatka biti c1. △

4.6 �utn-Lajbnicova formula

Kao xto je ve� reqeno, Isak �utn i Gotfrid Vilhem Lajbnic su krajem
17. veka zasnovali diferencijalni i integralni raqun, nezavisno jedan od
drugog. Tako�e, oni su istovremeno formulisali i osnovnu teoremu kalku-
lusa koja �e ovde biti navedena. Koriste�i se tom teoremom bi�e izvedena
i �utn-Lajbnicova formula koja omogu�ava jednostavniji rad sa odre�enim
integralima.
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Neka je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b]. Kada x uzima vrednost
iz segenta [a, b] onda je

φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt

funkcija definisana na [a, b]. Ova funkcija qesto se naziva integralom sa
promen	ivom gor�om granicom.

Stav 11. Neka je funkcija f ∈ R[a, b] i neka je φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b].

Tada:

1. funkcija φ je neprekidna na segmentu [a, b];

2. ako je funkcija f neprekidna u taqki x ∈ [a, b], onda je φ diferencija-
bilna u toj taqki. Pri tom va�i:

φ′(x) = f(x).

Dokaz. 1. Neka x, x + h ∈ [a, b]. Ako je sup
x∈[a,b]

|f(x)| = M , prema posledici

teoreme o sred�oj vrednosti je

|φ(x+ h)− φ(x)| =
∣∣∣∣∫ x+h

x

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M |h| −→ 0, h −→ 0,

pa je funkcija φ neprekidna u taqki x.

2. Prvo �e biti na�en izvod φ′(x) funkcije φ u taqki x u kojoj je funkcija
f neprekidna.

φ(x+ h)− φ(x)

h
=

1

h

(∫ x+h

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt

)
=

1

h

∫ x+h

x

f(t)dt.

Neka je mh = inf
t∈[x,x+h]

f(t)i Mh = sup
t∈[x,x+h]

f(t). Prema posledici teoreme o

sred�oj vrednosti je

mh ≤ 1

h

∫ x+h

x

f(t)dt ≤ Mh.

Ako je f neprekidna zdesna, odnosno sleva, u taqki x, ondamh −→ f(x),Mh −→
f(x) za h −→ +0, odnosno h −→ −0, pa je

lim
h−→+0

1

h

∫ x+h

x

f(t)dt = f(x),

odnosno,

lim
h−→−0

1

h

∫ x+h

x

f(t)dt = f(x).

Ako je funkcija f neprekidna u taqki x, onda je

lim
h−→0

1

h

∫ x+h

x

f(t)dt = f(x),
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tj.

φ′(x) = lim
h−→0

φ(x+ h)− φ(x)

h
= f(x).

�

Neka je funkcija f : [a, b] −→ R neprekidna u taqki x ∈ [a, b], i funkcija

Φ(x) =

∫ b

x

f(t)dt.

Odavde se mo�e zak	uqiti da va�i

Φ′(x) =

(
−
∫ x

b

f(t)dt

)′

= −f(x).

Posledica 16. Ako je f : [a, b] −→ R neprekidna funkcija, onda je

φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b],

�ena primitivna funkcija.

Slede�i aplet prikazuje integral funkcije sa promen	ivom gor�om (do-
�om) granicom i iscrtava grafik funkcije koja predstav	a rexe�e inte-
grala.

Slika 47: Aplet na kojem je ilustrovan integral sa promen	ivom granicom

Primer 38. Na�i izvod funkcije Φ(x) ako je

a)Φ(x) =

∫ x

0

e−t2dt,

b)Φ(x) =

∫ 2x

π
2

sin t

t
dt.
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Rexe�e. Nijedan od ovih integrala se ne mo�e rexiti kao neodre�en, ali to
ne znaqi da on ne postoji, jer svaka neprekidna funkcija ima primitivnu.

a) Neka je

∫
e−t2dt = F (t) + c. Ukoliko se primeni prvi izvod na obe strane

navedene jednakosti dobija se da je F ′(t) = e−t2 . Kako je u pita�u odre�eni
integral, dobija se:

Φ(x) = F (t)|x0 = F (x)− F (0),

gde je F (0) konstanta. Dakle, va�i da je

Φ′(x) = F ′(x) = e−x2

.

b) Neka je

∫
sin t

t
dt = F (t) + c. Ovde �e se postupiti isto kao u prvom delu

zadatka: Φ(x) = F (t)|2xπ
2
= F (2x)− F

(π
2

)
. Odavde je:

Φ′(x) = F ′(2x) · 2 = 2F ′(2x) =
sin 2x

x
.

△

Teorema 17 (�utn-Lajbnicova formula). Neka je funkcija f neprekidna na
odseqku [a, b] i neka je F (x) bilo koja primitivna funkcija za f(x) na [a, b].
Onda va�i: ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Dokaz. Neka su F (x) i Φ(x) primitivne funkcije za f(x) na [a, b] koje se ra-
zlikuju za konstantu, tj. Φ(x) = F (x) + c. Odnosno, prema osnovnoj teoremi
kalkulusa va�i: ∫ x

a

f(t)dt = F (x) + c.

Ukoliko se stavi da je x = a, dobija se

0 = F (a) + c,

pa je c = −F (a) i ∫ x

a

f(t)dt = F (x)− F (a).

Ako se uzme da je x = b dobija se∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a),

odnosno, ako se promen	iva u podintegralnom izrazu oznaqi sa x dobija se∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

�
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Iako su �utn i Lajbnic najzaslu�niji za formulaciju i pronalazak ove
formule, mnogi matematiqari poqev od Arhimeda pa na da	e dali su veliki
doprinos otkri�u ove formule. �utn-Lajbnicova formula se najqex�e pixe
u slede�em obliku: ∫ b

a

f(x)dx = F (x)|ba = F (b)− F (a).

Primer 39. Rexiti odre�eni integral

∫ 1

0

ex

1 + e2x
dx.

Rexe�e. U ovom primeru, prvo �e biti izraqunat odgovaraju�i neodre�eni
integral. Uvodi se smena t = ex. Dakle:∫

ex

1 + e2x
dx =

∫
dt

1 + t2
= arctgt+ c = arctgex + c.

Neka je F (x) = arctgex. Tada je:∫ 1

0

ex

1 + e2x
dx = arctgex|10 = arctge− arctg1 = arctge− π

4
.

U ovom primeru je prime�ena �utn-Lajbnicova formula i na taj naqin je
dobijeno rexe�e odre�enog integrala. △

Primer 40. Rexiti odre�eni integral

∫ 1√
2

0

arcsinxdx.

Rexe�e. Prvo �e biti rexen neodre�eni integral metodom parcijalne inte-
gacije. Pri tome mora biti |x| < 1.∫

arcsinxdx = x · arcsinx−
∫

xdx√
1− x2

= x · arcsinx+
√
1− x2 + c.

Neka je F (x) = x · arcsin x+
√
1− x2. Prema �utn-Lajbnicovoj formuli va�i:∫ 1√

2

0

arcsin xdx = (x · arcsinx+
√
1− x2)|

1√
2

0 =
1√
2

(π
4
+ 1
)
− 1.

△

4.7 Metod smene u odre�enom integralu

Teorema 18. Neka je funkcija f : [a, b] −→ R neprekidna, a funkcija φ :
[α, β] −→ [a, b] ima neprekidan izvod i pri tome je a = φ(α), b = φ(β). Tada
va�i jednakost ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt.

59



Dokaz. Neka je F (x) primitivna funkcija funkcije f(x), x ∈ [a, b]. Za slo�enu
funkciju (F ◦ φ)(t) = F (φ(t)), t ∈ [α, β] va�i

d

dt
F (φ(t)) = F ′

φ(φ(t)) · φ′(t) = f(φ(t)) · φ′(t).

Dakle, za α ≤ t ≤ β funkcija F (φ(t)) je primitivna funkcija funkcije
f(φ(t)) · φ′(t), pa va�i da je∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt = F (φ(β))− F (φ(α)) = F (b)− F (a).

Sa druge strane, kako je F ′(x) = f(x) sledi∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

�

Primer 41. Metodom smene rexiti odre�eni integral

∫ π
2

π
4

cosx

sin2 x
dx.

Rexe�e. U naredenom primeru uvodi se smena t = φ(x) = sinx. Kako x ∈
[π
4
,
π

2

]
,

navedena funkcija preslikava odseqak
[π
4
,
π

2

]
na odseqak

[
1√
2
, 1

]
. Funkcija

t = φ(x) = sinx je neprekidno diferencijabilna i va�i da je φ
(π
2

)
=

1√
2
, φ
(π
2

)
= 1.

Tako�e, funkcija
1

t2
je neprekidna pa su ispu�eni uslovi za teoremu o smeni

promen	ive u odre�enom integralu. Dakle:∫ π
2

π
4

cosx

sin2 x
dx =

∫ 1

1√
2

dt

t2
= −1

t

∣∣∣∣1
1√
2

=
√
2− 1.

Bitno je uoqiti da se prilikom nala�e�a odre�enog integrala u rexe�u ne
vra�a na staru promen	ivu x i da se prilikom zamene promen	ive me�aju
granice integracije. △

Primer 42. Metodom smene rexiti odre�eni integral I =

∫ 1

0

ln (1 + x)

1 + x2
dx.

Rexe�e. U ovom primeru prvo �e biti uvedena smena x = tgt. Kako x ∈
[0, 1], navedena funkcija koja je uvedena kao smena preslikava odseqak [0, 1] na

odseqak [0,
π

4
]. Kao i u prethodnom primeru, ispu�eni su uslovi za primenu

teoreme o smeni promen	ive u odre�enom integralu. Uvo�e�em navedene smene
u integral dobija se:

I =

∫ 1

0

ln (1 + x)

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

ln (1 + tgt)dt.
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Kako za dobijeni integral nije mogu�e uoqiti rexe�e, uvodi se smena koja �e
transformisati granice integracije i samu podintegralnu funkciju. Uvodi

se smena p =
π

4
− t. Dobija se:

I = −
∫ 0

π
4

ln (1 + tg(
π

4
− p))dp =

∫ π
4

0

ln

(
1 +

1− tgp

1 + tgp

)
dp =

=

∫ π
4

0

ln

(
2

1 + tgp

)
dp =

∫ π
4

0

ln 2dp−
∫ π

4

0

ln (1 + tgp)dp.

Kako je

∫ π
4

0

ln (1 + tgp)dp zapravo integral koji se pojavio na poqetku zadatka,

podintegralna funkcija i granice integrala su iste kao kod integrala sa
poqetka nakon uvo�e�a prve smene. Dakle:

I =

∫ π
4

0

ln 2dp− I.

Dobija se da je I =
π

8
· ln 2. △

Primer 43. Metodom smene rexiti integral I =

∫ π
2

0

x sinx cosx

sin4 x+ cos4 x
dx.

Rexe�e. Uvodi se smena x =
π

2
− t. Dobija se:

I =

∫ π
2

0

x sinx cosx

sin4 x+ cos4 x
dx = −

∫ 0

π
2

(π
2
− t) · cos t sin t
cos4 t+ sin4 t

dt =

=
π

2

∫ π
2

0

sin t cos t

cos4 t+ sin4 t
dt−

∫ π
2

0

t · sin t cos t
cos4 t+ sin4 t

dt.

Potrebno je uoqiti da

∫ π
2

0

t · sin t cos t
cos4 t+ sin4 t

dt ima istu podintegralnu funkciju i

iste granice kao integral sa poqetka zadatka, pa se on mo�e oznaqiti sa I.
Odavde je:

I =
π

2

∫ π
2

0

sin t cos t

cos4 t+ sin4 t
dt− I,

odnosno,

2I =
π

2

∫ π
2

0

sin t cos t

cos4 t+ sin4 t
dt.

Sada preostaje da se rexi integral
π

2

∫ π
2

0

sin t cos t

cos4 t+ sin4 t
dt. Uvodi se smena p =

sin t i dobija se da je:

I =
π

4

∫ 1

0

pdp

2p4 − 2p2 + 1
.
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Ovde je potrebno uvesti novu smenu p2 = s, a potom integral transformisati
na tabliqni. Dobija se:

I =
π

8

∫ 1

0

ds

2s2 − 2s+ 1
=

π

16

∫ 1

0

ds(
s− 1

2

)2
+ 1

4

=
π

8
arctg(2s− 1)

∣∣∣1
0
=

π2

16
.

△

Slika 48: Grafiqki prikaz rexe�a integrala iz primera 43.
kao povrxine ispod grafika funkcije na datom intervalu

Primer 44. Rexiti integral

∫ a

1
a

| lnx|
1 + x

dx.

Rexe�e. Kako se u okviru podintegralne funkcije nalazi apsolutna vred-
nost, neophodno je razmotriti kada je ta apsolutna vrednost pozitivna, a kada
je negativna. Zbog osobine aditivnosti integrala, mogu�e je dati integral
napisati u obliku zbira, pa va�i:∫ a

1
a

| lnx|
1 + x

dx =

∫ 1

1
a

− lnx

1 + x
dx+

∫ a

1

lnx

1 + x
dx.

Tako�e, u granicama integrala nalazi se broj a, opxti broj od koga tako�e
zavisi znak integrala. Bi�e razmotrena dva sluqaja - sluqaj kada je broj a > 1
i kada je 0 < a < 1.

1. a > 1

Uvodi se smena x =
1

t
za integral −

∫ 1

1
a

lnx

1 + x
dx. Dobija se sada da je

poqetni integral jednak:∫ a

1
a

| lnx|
1 + x

dx = −
∫ 1

a

− ln t−1

1 + 1
t

· dt
t2

+

∫ a

1

lnx

1 + x
dx =

=

∫ a

1

ln t

t(t+ 1)
dt+

∫ a

1

lnx

1 + x
dx =

∫ a

1

lnx

x(x+ 1)
dx+

∫ a

1

lnx

1 + x
dx =

=

∫ a

1

ln t

1 + t

(
1 +

1

t

)
dt =

∫ a

1

ln t

t
dt =

ln2 a

2
.
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2. a < 1

Kako je broj a ∈ (0, 1), granice integrala moraju zameniti mesta, a potom
�e dobijeni integral biti zapisan kao zbir dva integrala.∫ a

1
a

| lnx|
1 + x

dx = −
∫ 1

a

a

| lnx|
1 + x

dx =

∫ 1

a

lnx

1 + x
dx−

∫ 1
a

1

lnx

1 + x
dx.

Uvodi se smena t =
1

x
za integral

∫ 1
a

1

lnx

1 + x
dx:∫ a

1
a

| lnx|
1 + x

dx =

∫ 1

a

lnx

1 + x
dx+

∫ 1

a

ln t

t(t+ 1)
dt =

=

∫ 1

a

lnx

1 + x

(
1 +

1

x

)
dx =

∫ 1

a

lnx

x
dx = − ln2 a

2
.

△

Slika 49: Aplet na kojem je prikazano rexe�e integrala
iz primera 44. u zavisnosti od promene vrednosti broja a

Primer 45. Rexiti integral I =

∫ π

0

x

2 + sinx
dx.

Rexe�e. Bi�e uvedena smena tako da granice integrala budu simetriqne.

Smenom t = x− π

2
granice postaju simetriqne i poqetni integral je mogu�e

zapisati kao zbir dva integrala.

I =

∫ π

0

x

2 + sin x
dx =

∫ π
2

−π
2

t

2 + cos t
dt+

π

2

∫ π
2

−π
2

dt

2 + cos t
.

Interval u kome se vrxi integracija je simetriqan u odnosu na koordinatni

poqetak. Podintegralna funkcija integrala

∫ π
2

−π
2

t

2 + cos t
dt je neparna na si-

metriqnom intervalu, pa je ovaj integral, prema primeru 35. jednak nuli.

Kako je podintegralna funkcija integrala

∫ π
2

−π
2

dt

2 + cos t
parna, prema primeru

35. va�i da je

∫ π
2

−π
2

dt

2 + cos t
= 2

∫ π
2

0

dt

2 + cos t
. Dakle, va�i:

I = π

∫ π
2

0

dt

2 + cos t
.
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Uvodi se smena p = tg
t

2
. Dobija se da je poqetni integral sada jednak

I = π

∫ 1

0

2dp

3 + p2
=

2π√
3
arctg

p√
3

∣∣∣∣1
0

=
π2

3
√
3
.

△

4.8 Metod parcijalne integracije u odre�enom integralu

Teorema 19. Neka funkcije u(x) i v(x) imaju neprekidne izvode na segmentu
[a, b]. Tada va�i jednakost:∫ b

a

u(x)dv(x) = [u(x)v(x)]|ba −
∫ b

a

v(x)du(x).

Dokaz. Funkcije u i v imaju neprekidne izvode, a neophodno je da i za �ihov
proizvod to va�i. Za proizvod funkcija u(x)v(x) va�i jednakost

(u(x) · v(x))′ = u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x).

Iz navedene jednakosti se vidi da je i proizvod ove dve funkcije neprekidan.
Prema �utn-Lajbnicovoj formuli je∫ b

a

[u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x)]dx = [u(x) · v(x)]|ba

tj. ∫ b

a

u(x)dv(x) +

∫ b

a

v(x)du(x) = [u(x) · v(x)]|ba,

xto je trebalo dokazati. �

Navedena formula se skra�eno pixe u obliku∫ b

a

udv = uv|ba −
∫ b

a

vdu.

Primer 46. Metodom parcijalne integracije rexiti odre�eni integral∫ π
3

π
6

(x+ 1) cos (3x)dx.

Rexe�e. Neka je u(x) = x+1, dv(x) = cos (3x)dx. Prilikom rexava�a odre�e-
nog integrala metodom parcijalne integracije granice integrala ostaju iste.∫ π

3

π
6

(x+ 1) cos (3x)dx =
1

3
(x+ 1) · sin 3x

∣∣∣∣π3
π
6

− 1

3

∫ π
3

π
6

sin 3xdx =

=
1

3
(
π

3
+ 1) sin π − 1

3
(
π

6
+ 1) sin

π

2
+

1

9
cos 3x|

π
3
π
6
= −π + 8

18
.

△
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5 Primena odre�enog integrala

Rad sa odre�enim integralima i generalno, qitav kalkulusni raqun ima
brojne primene. Te primene se mogu uoqiti i u �ivotu, kao i u mnogim pri-
rodnim, pa i druxtvenim naukama. Geometrijska primena u matematici je
najqex�e pomi�ana, jer se pomo�u odre�enog integrala mo�e izraqunati po-
vrxina ravnog lika, du�ina luka krive, kao i povrxina i zapremina obrtnih
tela. Mnogi praktiqni problemi mogu se uopxtiti i svesti na odgovaraju�i
geometrijski model, qime je omogu�ena primena odre�enog integrala. Ovde �e
biti prikazane primene odre�enog integrala u geometriji.

5.1 Povrxina figura u ravni

Neka je D ravna geometrijska figura ograniqena zatvorenom prostom kri-
vom L. Upisani mnogougao u figuru D je mnogougao qije se sve taqke nalaze
u D, dok je opisani mnogougao oko figure D mnogougao koji sadr�i sve ta-
qke figure D. Neka je {Wu} skup povrxina upisanih, a {Wo} skup povrxina
opisanih mnogouglova figure D. Skup {Wu} je ograniqen odozgo, a skup {Wo}
ograniqen odozdo, pa postoje sup{Wu} = P i inf{Wo} = P .

Definicija 7. Ka�e se da je figura D mer	iva ako je P = P . Pri tome se
zajedniqka vrednost P i P naziva povrxinom figure D i oznaqava sa P (D).

Stav 12. Ravna figura D je mer	iva ako i samo ako za svako ε > 0 postoje
opisani i upisani mnogougao figure D, tako da je razlika Wo −Wu �ihovih
povrxina ma�a od ε.

Dokaz ovog tvr�e�a mo�e se videti u [1].
Neka je u ravni zadat koordinatni sistem xOy. Prilikom raquna�a po-

vrxine figura u ravni bi�e korix�en definisani pojam mer	ive figure,
definicija 3, definicija 5. i teorema 8.

1. Neka je na odseqku [a, b] ose Ox data funkcija f(x) koja je neprekidna i
nenegativna na [a, b]. Onda je figura F u toj ravni, ograniqena odseqkom
[a, b], pravim x = a i x = b i delom grafika funkcije y = f(x) za x ∈ [a, b].
Na osnovu navedenih definicija i teorema, figura F �e imati povrxinu:

P (F ) =

∫ b

a

f(x)dx.

Na slici 50. prikazan je deo veb stranice na kojoj su, kao i ranije, pri-
kazani aplet i dugmi�i povezani sa apletom naprav	enim u GeoGebri.
Pritiskom na odgovaraju�e dugmi�e dolazi do iscratava�a figure qija
se povrxina tra�i. Na sliqan naqin, na istoj stranici su predstav	eni
i drugi apleti koji ilustruju preostale sluqajeve.

65



Slika 50: Aplet na kojem se iscrtava figura koja je opisana
u prvom sluqaju i boji tra�enu povrxinu

2. Neka je funkcija g(x) na odseqku [a, b] neprekidna i nepozitivna. Tada
�e krivolinijski trapez F odre�en na sliqan naqin kao u prethodnom
sluqaju imati povrxinu

P (F ) = −
∫ b

a

g(x)dx.

Slika 51: Aplet na kojem je iscrtana figura opisana u
drugom sluqaju sa obojenom tra�enom povrxinom

3. Ako je funkcija f(x) na odseqku [a, b] neprekidna i me�a znak u taqkama
c1, c2, . . . , ck, onda figura F , ograniqena odseqkom [a, b], pravim x = a i
x = b i delom grafika funkcije f(x), x ∈ [a, b], ima povrxinu P (F ) koja
se raquna kao zbir krivolinijskih trapeza na koje je tu figuru mogu�e
razlo�iti i koji se uklapaju u jedan od prva dva sluqaja. U primeru sa
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slike bilo bi

P (F ) = P (F1) + P (F2) + P (F3) + P (F4) =

=

∫ c1

a

f(x)dx−
∫ c2

c1

f(x)dx+

∫ c3

c2

f(x)dx−
∫ b

c3

f(x)dx.

Slika 52: Aplet na kojem je iscrtana funkcija opisana u tre�em
sluqaju sa obojenom tra�enom povrxinom i oznaqenim figurama

4. ) Neka su na odseqku [a, b] ose Ox date funkcije f(x) i g(x) koje su nepre-
kidne na [a, b] i za svako x ∈ [a, b] je g(x) < f(x). Neka je figura F u toj
ravni data sa

F = {(x, y)|a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ f(x)},

kao na slici 53. Na osnovu prethodnog mo�e se zak	uqiti da figura F
ima povrxinu P (F ) koja se raquna po formuli

P (F ) =

∫ b

a

(f(x)− g(x))dx.

Slika 53: Aplet na kojem je prikazana figura ograniqena graficima
dveju funkcija na odre�enom intervalu sa obojenom tra�enom povrxinom
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Primer 47. Izraqunati povrxinu dela ravni koji ograniqavaju krive y =√
x, x+ y = 2, y = 0 i x = 3.

Rexe�e. Data je kriva y =
√
x i prave y = 2− x, y = 0 i x = 3. Prvo �e biti

nacrtana slika i na�ene preseqne taqke. Na slici 54. se izme�u plave, zelene,
crvene i 	ubiqaste linije nalazi figura qiju povrxinu treba izraqunati.
Me�utim, kako figura na slici ne predstav	a krivolinijski trapez, ve� ima
xpic u taqki (2, 0) figura �e biti pode	ena na dva dela - krivolinijski tro-
ugao i krivolinijski trapez. Povrxina cele figure bi�e zbir povrxina dve
ma�e figure, prikazane na slici 55.

Na slici 54. prikazan je aplet na kojem se pritiskom na odgovaraju�e
dugmi�e iscrtavaju funkcije date u zadatku, kao i odgovaraju�e preseqne ta-
qke. Na slici 55. prikazan je aplet na kojem je objax�eno kako se raquna
povrxina date figure, a pritiskom na dugmi�e se iscrtavaju krivolinijski
trougao i krivolinijski trapez na koji je data figura pode	ena.

Slika 54: Figura koju grade funkcije Slika 55: Povrxina figure

Dakle,

P = P1+P2 =

∫ 2

1

(
√
x− 2 + x)dx+

∫ 3

2

√
xdx =

2

3
x

3
2 |21−2x|21+

1

2
x|21+

2

3
x

3
2 |32 = 2

√
3−7

6
.

△
Primer 48. Izraqunati povrxinu figure u ravni ograniqene elipsom sa po-
luosama a i b. Razmotriti i specijalan sluqaj kada je a = b = r.

Slika 56: Elipsa

Rexe�e. Neka je u ravni elipse dat koordinatni sistem xOy tako da jedna-
qina elipse bude

x2

a2
+

y2

b2
= 1.
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Polovina elipse iznad ose Ox ima jednaqinu

y =
b

a

√
a2 − x2.

Kako je navedena funkcija parna, va�i�e slede�e:

P (F ) = 4P (F ′) = 4

∫ a

0

b

a

√
a2 − x2dx = 4

b

a

∫ a

0

√
a2 − x2dx.

Koriste�i se smenom x = a sin t, dx = a cos tdt, t1 = 0, t2 =
π
2
dobija se

P (F ) = 4
b

a

∫ π
2

0

√
a2 − a2 sin2 t · a cos tdt = 4ab

∫ π
2

0

cos2 tdt =

= 4ab

∫ π
2

0

1 + cos 2t

2
dt = 4ab

(
t

2
+

sin 2t

4

)∣∣∣∣π2
0

= abπ.

Ako je specijalno, a = b = r, odavde se dobija poznata formula za povrxinu
kruga Kr polupreqnika r

P (Kr) = r2π.

△

Primer 49. Na�i povrxinu ravnog lika ograniqenog grafikom funkcije f(x) =
x2 + x+ 1, pravom x = −1 i tangentom te krive u taqki A(1, y).

Rexe�e. Prvo treba na�i y koordinatu taqke A. Ona mora da zadovo	i jed-
naqinu krive, pa �e biti

y = 12 + 1 + 1 = 3.

Dakle, koordinate taqke su A(1, 3). Jednaqina tangente u taqki na datoj krivi
bi�e:

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Kako je f ′(x) = 2x+ 1, bi�e f ′(x0) = f ′(1) = 3, pa je odatle jednaqina tangente
y = 3x. Na slici 57. prikazani su grafik funkcije, tangente i prave x = −1,
kao i deo ravni qija se povrxina tra�i. Potrebno je na�i prvo taqke preseka
navedenih funkcija. Funkcija f i prava x = −1 seku se u taqki (−1, 1), a
prava x = −1 i tangenta y = 3x se seku u taqki (−1,−3). Granice integracije
po x �e biti od −1 do 1.

Na slici 57. prikazan je aplet na kojem se pritiskom na odgovaraju�e
dugmi�e iscrtavaju funkcije koje ograniqavaju figuru qija se povrxina tra�i.
Na ovaj naqin je omogu�ena interaktivnost prilikom rexava�a primera.
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Slika 57: Aplet na kojem je prikazana figura qija se povrxina tra�i,
kao i dugmi�i koji uqestvuju u iscrtava�u funkcija i figure

Povrxina figure �e biti

P =

∫ 1

−1

(x2 + x+ 1)dx−
∫ 1

−1

3xdx =
x3

3

∣∣∣∣1
−1

+
x2

2

∣∣∣∣1
−1

+ x|1−1 −
3x2

2

∣∣∣∣1
−1

=

=
x3

3

∣∣∣∣1
−1

− x2|1−1 + x|1−1 =
1

3
+

1

3
+ 1 + 1 =

8

3
.

△

Primer 50. Na�i povrxinu ravnog lika ograniqenog sa y1 = 2 − |x − 2| i
y2 =

3
|x| .

Rexe�e. Potrebno je prvo razlo�iti apsolutnu vrednost po definiciji.

|x− 2| =
{

x− 2, x ≥ 2
2− x, x < 2.

Tada je

y1 =

{
4− x, x ≥ 2

x, x < 2.

Na slici 58. prikazani su grafici obe funkcije, kao i tra�ena povrxina.
Preseqne taqke grafika ove dve funkcije su A(

√
3,
√
3) i B(3, 1). Kako funk-

cija y1 = 2− |x− 2| ima xpic u taqki C(2, 2), povrxina �e se dobiti kao zbir
povrxina figura F1 i F2 prikazanih na slici.
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Slika 58: Aplet na kojem je prikazana figura qija se povrxina tra�i

Dakle, va�i slede�e:

P = P (F1) + P (F2) =

∫ 2

√
3

(
x− 3

x

)
dx+

∫ 3

2

(
4− x− 3

x

)
dx =

=
x2

2

∣∣∣∣2√
3

− 3 ln x|2√
3
+ 4x|32 −

x2

2

∣∣∣∣3
2

− 3 ln x|32 = 2− 3

2
ln 3.

△

Primer 51. Izraqunati povrxinu figure ograniqene krivama f(x) =
1

1 + x2

i g(x) =
x2

2
.

Rexe�e. Za poqetak �e biti nacrtani grafici navedenih funkcija. One se
seku u dvema taqkama A

(
−1, 1

2

)
i B

(
1, 1

2

)
, pa �e granice integracije po x i�i

od −1 do 1.

Slika 59: Aplet na kojem je prikazana figura qija se povrxina tra�i

Povrxina figure �e biti

P =

∫ 1

−1

(
1

1 + x2
− x2

2

)
dx.
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Zbog parnosti funkcije, va�i da je

P = 2

∫ 1

0

(
1

1 + x2
− x2

2

)
dx = 2arctgx|10 −

x3

3

∣∣∣∣1
0

=
π

2
− 1

3
.

△

U prethodnim primerima, povrxina je bila raqunata u pravouglim koor-
dinatama. Me�utim, kriva koja ograniqava figuru qija povrxina se tra�i
mo�e biti zadata i u drugom obliku. Sada �e biti razmotreno izraqunava�e
povrxine zadate u parametarskom obliku ili pomo�u polarnih koordinata.

Povrxina ravne figure zadate u parametarskom obliku

Ako su funkcije x i y integrabilne na [a, b] i ako su parametarski zadate
jednaqine krive x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b], onda je povrxina figure koja se
nalazi izme�u zadate krive, ose Ox i pravih x = x(a) i x = x(b) jednaka:

P =

∫ b

a

y(t)x′(t)dt.

Primer 52. Na�i povrxinu izme�u ose Ox i prvog svoda cikloide (0, 2π) koja
je data jednaqinama x = r(t− sin t), y = r(1− cos t).

Slika 60: Aplet na kojem je prikazano kreira�e cikloide

Rexe�e. Cikloida je data u parametarskom obliku pa �e �ena povrxina biti

P =

∫ 2rπ

0

y(t)x′(t)dt = 2

∫ rπ

0

y(t)x′(t)dt,

zbog simetriqnosti figure qiju povrxinu se tra�i. Tako�e, va�i da je x(t) =
r(t− sin t), x′(t) = r(1− cos t), y = r(1− cos t), 0 ≤ t ≤ π. Tada je

P = 2

∫ π

0

r2(1− cos t)2dt = 2r2
∫ π

0

(1− 2 cos t+ cos2 t)dt =

= 2r2
(
3

2
t− 2 sin t+

1

2
sin t cos t

)∣∣∣∣π
0

= 3r2π.

△
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Povrxina u polarnim koordinatama

Neka je data kriva r = r(φ), φ ∈ [α, β] u polarnom koordinatnom sistemu,
gde je r(φ) neprekidna funkcija. Geometrijska figura OAB ograniqena delo-
vima polupravih φ = α i φ = β i krivom r = r(φ) naziva se krivolinijskim
trouglom. Bi�e na�ena povrxina tog trougla.

Slika 61: Podela ugla

Neka je P podela segmenta [α, β], P = {φ0, φ1, . . . , φn}. Neka jemi = inf
φ∈[φi−1,φi]

r(φ),

Mi = sup
φ∈[φi−1,φi]

r(φ). Kru�ni iseqci polupreqnika mi, odnosno Mi, ograniqeni

polupravim φ = φi−1 i φ = φi imaju povrxinu P =
1

2
m2

i∆φi, odnosno povrxinu

P =
1

2
M2

i ∆φi, gde je ∆φi = φi−φi−1, i = 1, 2, . . . , n. Unija ovih iseqaka predsta-

v	a upisanu figuru Fu, odnosno opisanu figuru Fo. Povrxine ovih figura

su, respektivno, S =
n∑

i=1

1

2
m2

i∆φi, S =
n∑

i=1

1

2
M2

i ∆φi, xto predstav	a do�u, od-

nosno gor�u Darbuovu sumu funkcije
1

2
r2(φ) na segmentu α ≤ φ ≤ β. Zbog

neprekidnosti funkcije r = r(φ), ove dve sume �e biti jednake i data figura
�e biti mer	iva,pa �e povrxina krivolinijskog trougla biti

P =
1

2

∫ β

α

r2(φ)dφ.

Primer 53. Na�i povrxinu kardioide r = a(1 + cosφ), 0 ≤ φ ≤ 2π, a > 0.

Slika 62: Aplet na kojem je predstav	eno kreira�e kardioide
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Rexe�e. Ovde �e biti prime�ena formula za povrxinu krive koja je data
u polarnim koordinatama. Va�no je primetiti i da je kardioida simetriqna
figura:

P =
1

2

∫ 2π

0

a2(1 + cosφ)2dφ = a2
∫ π

0

(1 + cosφ)2dφ =
3

2
πa2.

△

Primer 54. Na�i povrxinu leminiskate r2 = a2 cos 2φ.

Rexe�e. Data kriva je zatvorena i simetriqna u odnosu na prave r cosφ = 0
i r sinφ = 0, pa se mo�e izraqunati deo leminiskate koji se nalazi u prvom
kvadrantu, xto predstav	a qetvrtinu povrxine cele figure. Kako je u prvom
kvadrantu 0 ≤ 2φ ≤ π

2
, bi�e 0 ≤ φ ≤ π

4
i to �e biti granice integrala. Dakle,

va�i:
P

4
=

1

2

∫ π
4

0

r2dφ =
a2

2

∫ π
4

0

cos 2φdφ =
a2

4
sin 2φ

∣∣∣∣π4
0

=
a2

4
.

Odavde je
P = a2.

△

5.2 Du�ina luka krive

Odre�eni integral tako�e se mo�e primeniti prilikom izraqunava�a du-
�ine luka krive. Neka je kriva L u ravni xOy predstav	ena grafikom funk-
cije f(x), x ∈ [a, b], pri qemu je f(x) neprekidno diferencijabilna na [a, b].
Neka je data podela P = {x0, x1, . . . , xn}, a = x0 < x1 < . . . < xn = b odseqka [a, b]
i neka je konstruisana poligonalna linija PL sa temenimaA0(x0, f(x0)), A1(x1, f(x1)),
. . . , An(xn, f(xn)). Poligonalna linija je upisana u krivu L i �ena du�ina je
jednaka

s(PL) =
n∑

i=1

√
(xi − xi−1)2 − (f(xi)− f(xi−1))2.

Na slici 63. prikazan je deo apleta na kojem se, pomo�u dugmi�a koji se
nalaze u prate�em tekstu iscrtavaju podeone taqke, kao i poligonalna linija.
Pritiskom na dugme se pove�ava broj podeonih taqaka, pa se poligonalna linija
sve ma�e razlikuje od grafika funkcije. Na slici je prikazan ve� formiran
aplet, bez dugmi�a.
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Slika 63: Podeone taqke i poligonalna linija

Kako je funkcija f diferencijabilna na [a, b], prema Lagran�ovoj teoremi
postoji taqka ξi ∈ [xi−1, xi] takva da je

f(xi)− f(xi−1) = f ′(ξi)(xi − xi−1).

Odatle sledi da je

s(PL) =
n∑

i=1

√
(xi − xi−1)2 + (f ′(ξi))2 · (xi − xi−1)2 =

n∑
i=1

√
1 + (f ′(ξi))2 · (xi − xi−1).

Ovo je integralna suma za funkciju
√

1 + (f ′(x))2 na odseqku [a, b] pri podeli P
i izboru ξ taqaka ξi ∈ [xi−1, xi]. Kada broj podeonih taqaka neograniqeno raste,
du�ina d najdu�eg intervala te�i nuli. Luk krive L ima�e du�inu s(L) ako
postoji limes ove integralne sume kada d(P ) −→ 0. Kako je f(x) neprekidna
funkcija na [a, b], funkcija

√
1 + f ′2(x) �e biti tako�e neprekidna na [a, b] i

postoji

lim
d(P )−→0

n∑
i=1

√
1 + (f ′(x))2(xi − xi−1)

i on je jednak

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx. Dakle, kriva L ima du�inu luka

l =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

Primer 55. Izraqunati obim kruga polupreqnika r, r > 0.

Rexe�e. Obim kruga bi�e jednak du�ini dva polukruga. Jednaqina polu-
kruga koji pripada gor�oj poluravni glasi y =

√
r2 − x2, odakle sledi da je

f ′(x) = y′ =
−x√
r2 − x2

. Odavde je

O = 2

∫ r

−r

√
1 +

x2

r2 − x2
dx = 2r

∫ r

−r

dx√
r2 − x2

= 2r arcsin
x

r

∣∣∣r
−r

= 4r arcsin 1 = 2rπ.

△
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Primer 56. Na�i du�inu luka krive date funkcijom f(x) = ln (2 cos x) na
intervalu

[
0, π

3

]
.

Rexe�e. Du�ina luka krive raquna se po izvedenoj formuli:

l =

∫ π
3

0

√
1 + (f ′(x))2dx.

Kako je f ′(x) = − sin x

cos x
= −tgx, bi�e:

l =

∫ π
3

0

√
1 + tg2xdx =

∫ π
3

0

√
1

cos2 x
dx =

∫ π
3

0

dx

cos x
.

Ovde �e biti uvedena trigonometrijska smena, t = tg
x

2
, odakle je dx =

2dt

1 + t2
,

a cosx =
1− t2

1 + t2
. Granice integrala se tako�e me�aju, pa do�a granica postaje

t1 = 0, a gor�a t2 =
1√
3
. Odavde je

l =

∫ 1√
3

0

2dt

1− t2
= ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1√
3

0

= ln |2 +
√
3|.

△

Du�ina luka krive date u parametarskom obliku

Neka je kriva data jednaqinama x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β], gde su x i y
neprekidno diferencijabilne na segmentu [α, β]. Neka se eliminacijom para-
metra t iz datih jednakosti dobija jednaqina krive u obliku y = f(x), x ∈ [a, b].
Tada se du�ina l krive linije L od taqke (a, f(a)) do taqke (b, f(b)) izraqunava
po formuli

l =

∫ β

α

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt,

odnosno,

l =

∫ β

α

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Primer 57. Na�i du�inu luka asteroide date jednaqinom x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

Rexe�e. Prelaskom na parametarski oblik jednaqine asteroide dobija se da
je x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 ≤ t ≤ 2π. Kako je asteroida simetriqna u odnosu na
koordinatne ose, dobija se

l = 4

∫ π
2

0

√
(x′(t))2 + ((y′(t))2dt = 4

∫ π
2

0

√
9a2 cos4 t sin2 t+ 9a2 sin4 t cos2 tdt =

= 12a

∫ π
2

0

sin t cos tdt = 6a sin2 t
∣∣π2
0
= 6a.

△

76



Slika 64: Aplet na kojem je prikazano kreira�e asteroide

Primer 58. Na�i du�inu luka prvog svoda cikloide x = a(t − sin t), y =
a(1− cos t).

Rexe�e. Ovde �e biti prime�ena formula za raquna�e du�ine luka krive
u parametarskom obliku:

l =

∫ β

α

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Va�i da je x′(t) = a(1−cos t) i y′(t) = a sin t. Kako je x′2(t) + y′2(t) = 2a2(1− cos t) = 4a2 sin2 t

2
,

odavde je

l = 2a

∫ 2π

0

sin
t

2
dt =


t
2
= z

dt = 2dz
t1 = 0 −→ z1 = 0
t2 = 2π −→ z2 = π

 =

= 4a

∫ π

0

sin zdz = −4a cos z|π0 = −4a · (−1) + 4a = 8a.

△

Du�ine luka krive date u polarnim koordinatama

Neka je kriva data polarnom jednaqinom r = r(φ), α ≤ φ ≤ β, gde je funk-
cija r(φ) neprekidno diferencijabilna. Kriva �e biti predstav	ena u para-
metarskom obliku

x = r(φ) cosφ, y = r(φ) sinφ, α ≤ φ ≤ β.
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U tom sluqaju izraz za du�inu postaje

l =

∫ β

α

√
(r′(φ) cosφ− r(φ) sinφ)2 + (r′(φ) sinφ+ r(φ) cosφ)2dφ,

odnosno,

l =

∫ β

α

√
(r′(φ))2 + r2(φ)dφ.

Primer 59. Na�i du�inu luka koji gradi Arhimedova spirala ρ = aφ za
0 ≤ φ ≤ 2π.

Slika 65: Prikaz Arhimedove spirale u zavisnosti od parametra a

Rexe�e.

l =

∫ 2π

0

√
a2φ2 + a2dφ = a

∫ 2π

0

√
φ2 + 1dφ.

△

Integral
∫ √

φ2 + 1dφ je ranije rexen i jednak je∫ √
1 + φ2dφ =

1

2

(
φ
√

φ2 + 1 + ln (φ+
√

φ2 + 1)
)
.

Du�ina tra�ene krive je onda

l =
a

2

(
φ
√

φ2 + 1 + ln (φ+
√

φ2 + 1)
)
|2π0 =

a

2
(2π

√
4π2 + 1 + ln (2π +

√
4π2 + 1)).

5.3 Zapremina obrtnog tela

Neka je funkcija f(x) neprekidna i pozitivna funkcija definisana na
segmentu [a, b]. Ako se krivolinijski trapez qije su stranice segment [a, b], de-
lovi pravih x = a, x = b i kriva y = f(x), a ≤ x ≤ b obr�e oko ose Ox dobija
se obrtno telo. Povrx koja ograniqava ovo telo sastoji se od dve baze koje
qine krugovi polupreqnika f(a) i f(b) i omotaqa. Neka je P = {x0, x1, . . . , xn}
podela segmenta [a, b] i mi = inf

x∈[xi−1,xi]
f(x), Mi = sup

x∈[xi−1,xi]

f(x). U ravni xOy

mogu se uoqiti pravougaonici sa osnovom [xi−1, xi] i visinama mi, odnosno
Mi, i = 1, 2, . . . , n. Rotacijom tih pravougaonika oko ose Ox dobijaju se va	ci.
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Na slici 66. prikazan je grafiqki deo apleta na kojem se, pritiskom na
odgovaraju�e dugmi�e na veb stranici, formira opisano obrtno telo, kao i
pomenuti va	ci.

Slika 66: Obrtno telo nastalo rotacijom dela grafika funkcije oko ose Ox

Unija va	aka qiji su polupreqnici osnovami ima zapreminu v(P ) =
n∑

i=1

m2
iπ∆xi,

∆xi = xi − xi−1, a unija va	aka sa polupreqnicima osnova Mi imaju zapreminu

V (P ) =
n∑

i=1

M2
i π∆xi. Zapremine v(P ), odnosno V (P ), predstav	aju do�u, od-

nosno gor�u, Darbuovu sumu funkcije πf 2(x), a ≤ x ≤ b. Zapremina datog
obrtnog tela �e biti definisana kao limes ovih Darbuovih suma kada parame-
tar podele te�i nuli:

V = lim
λ(P )−→0

v(P ) = lim
λ(P )−→0

V (P ).

Dakle, zapremina obrtnog tela iznosi

V = π

∫ b

a

f 2(x)dx.

Primer 60. Izraqunati zapreminu sferoida koji je nastao rotacijom elipse
sa poluosama a i b oko Ox ose.

Rexe�e. Kao i ranije, iz formule x2

a2
+ y2

b2
= 1 sledi da je y = b

a

√
a2 − x2.

Neka gor�a poluosa elipse rotira oko ose Ox, tada se dobija elipsoid qiju
zapreminu �elimo da izraqunamo.
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Slika 67: Sferoid nastao rotacijom gor�e poluose elipse

Ovde �e biti prime�ena formula za zapreminu figure u prostoru.

V = π

∫ a

−a

b2

a2
(a2 − x2)dx.

Kako je funkcija y parna, dobija se slede�a jednakost:

V = 2π

∫ a

0

b2

a2
(a2 − x2)dx =

2πb2

a2

(
a2x
∣∣a
0
− x3

3

∣∣∣∣a
0

)
=

2πb2

a2
2a3

3
=

4

3
ab2π.

Specijalno, za a = b = r dobija se jednaqina kruga x2 + y2 = r2. Zapremina
koja se u tom sluqaju dobija je

V =
4

3
rr2π =

4

3
r3π.

△

Primer 61. Odrediti zapreminu torusa koji se dobija rotacijom kruga x2+
(y − a)2 = r2, pri qemu je a > r, oko Ox ose.

Rexe�e. Zapremina torusa dobija se oduzima�em zapremina tela dobijenih
obrta�em odgovaraju�ih lukova kruga oko Ox ose.

Slika 68: Torus

(y − a)2 = r2 − x2,

y − a = ±
√
r2 − x2.
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Odavde sledi

y2 = (a±
√
r2 − x2)

2
,

V = 2π

∫ r

0

(a+
√
r2 − x2)

2
dx− 2π

∫ r

0

(a−
√
r2 − x2)

2
dx,

= 2π

∫ r

0

4a ·
√
r2 − x2dx,

V = 8πa

∫ r

0

√
r2 − x2dx = 8πa

∫ r

0

r2 − x2

√
r2 − x2

.

Ovaj integral �e biti zapisan kao razlika dva integrala:

V = 8πa

(∫ r

0

r2√
r2 − x2

dx−
∫ r

0

x2

√
r2 − x2

dx

)
.

Prvi integral �e se svesti na tabliqni, a drugi �e biti rexen parcijalnom
integracijom. Tada se dobija slede�a jednakost:

V = 8πa

[
1

2

(
x
√
r2 − x2 + r2 arcsin

x

r

)]∣∣∣∣r
0

,

V = 8πa · r
2

2
(arcsin 1− arcsin 0) ,

V = 4πr2a · π
2
.

Dobija se da je zapremina torusa

V = 2π2r2a.

△

Primer 62. U taqki P (3, 2) parabole y2 = 2(x−1) konstruisana je tangenta
na tu parabolu. Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure
ograniqene tangentom, parabolom i osom Ox.

Rexe�e. Prvo je potrebno na�i jednaqinu tangente. Ona se dobija iz formule
y − y0 = f ′(x0)(x − x0). Kako je y = f(x) =

√
2(x− 1), odatle va�i da je

f ′(x) =
1√

2(x− 1)
i f ′(3) =

1

2
. Dobija se da je jednaqina tangente y =

1

2
x+

1

2
.

Zapremina obrtnog tela koje nastaje rotacijom date figure se raquna tako
xto se od zapremine tela koje nastaje rotacijom tangente oduzme zapremina
tela koje nastaje rotacijom parabole.

Na slici 69. prikazan je grafiqki deo apleta na kojem je prikazano kako
nastaje telo qiju zapreminu treba izraqunati. Na apletu se iscrtavaju prvo
funkcije i preseqne taqke, a potom dolazi do rotacije figure ograniqene pa-
rabolom i tangentom oko ose Ox.
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Slika 69: Obrtno telo nastalo rotacijom navedenih funkcija

Rotacijom tangente nastaje kupa, polupreqnika osnove r = 2 i visine H =

4. Primenom formule za zapreminu kupe dobija se da je V2 =
1

3
r2πH =

16π

3
.

Dakle,

V = V2 − V1 =
16π

3
− π

∫ 3

1

2(x− 1)dx =
16π

3
− 2π

(
x2

2
− x

)∣∣∣∣3
1

=
4π

3
.

△

Primer 63. Na�i zapreminu tela koje nastaje rotacijom lika ograniqenog
krivom y = tgx i pravom y = 0 oko ose Ox u intervalu

[
0, π

4

]
.

Rexe�e. Zapremina tela se raquna po navedenoj formuli.

V = π

∫ π
4

0

tg2xdx = π

∫ π
4

0

sin2 x

cos2 x
dx = π

∫ π
4

0

1− cos2 x

cos2 x
dx =

= π

∫ π
4

0

dx

cos2 x
− π

∫ π
4

0

dx = tgx− x|
π
4
0 = 1− π

4
.

△

5.4 Povrxina obrtnog tela

Neka je krivolinijski trapez F odre�en funkcijom f(x) ≥ 0, a ≤ x ≤ b.
Rotacijom trapeza F oko ose Ox nastaje obrtno telo prikazano na slici 70.
Pored zapremine rotacionog tela, mogu�e je izraqunati i �egovu povrxinu.
Neka je funkcija f(x) ≥ 0, a ≤ x ≤ b neprekidno diferencijabilna i neka je
kriva L, odre�ena funkcijom f . Neka je data podela P = {x0, x1, . . . , xn}, a =
x0 < x1 < . . . < xn = b odseqka [a, b] i neka je konstruisana poligonalna linija
PL sa temenima A0(x0, f(x0)), A1(x1, f(x1)), . . . , An(xn, f(xn)), unutar krive L.
Prilikom rotacije krive L oko ose Ox rotira i poligonalna linija PL. Na
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taj naqin, dobijaju se zarub	ene kupe, qiji su polupreqnici osnova f(xi−1) i
f(xi), za i = 1, 2, . . . , n.

Na slici 70. je prikazan grafiqki deo apleta na kojem je ilustrovana fi-
gura koja nastaje rotacijom funkcije oko ose Ox. Pritiskom na odgovaraju�e
dugmi�e koji se nalaze u sklopu prate�eg teksta na veb stranici dolazi do is-
crtava�a odgovaraju�ih grafiqkih elemenata na slici i naposletku, dolazi
i do rotacije krive oko Ox ose. Na apletu je omogu�eno korisniku da sam iza-
bere broj podeonih taqaka, u odnosu na xta se formira i upisana poligonalna
linija. Xto je broj podeonih taqaka ve�i, to se poligonalna linija sve vixe
pribli�ava grafiku date funkcije.

Slika 70: Aplet predstav	a formira�e obrtnog tela i zarub	enih kupa
rotacijom grafika funkcije i odgovaraju�e poligonalne linije

Zbir S(P ) povrxina omotaqa svih ovako dobijenih kupa bi�e

S(P ) =
n∑

i=1

π[f(xi−1) + f(xi))]
√
∆x2

i + (∆f(xi))2,

gde je ∆xi = xi − xi−1, ∆f(xi) = f(xi)− f(xi−1). Prema Lagran�ovoj teoremi o
sred�oj vrednosti va�i:

∆f(xi)

∆xi

= f ′(ξi),

za neko ξi ∈ (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , n. Kako je f neprekidna funkcija, postoji
ηi ∈ [xi−1, xi], tako da je

f(xi−1) + f(xi) = 2f(ηi), i = 1, 2, . . . , n.
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Ako se navedene jednakosti primene u formuli za povrxinu omotaqa dobija se

S(P ) = 2π
n∑

i=1

f(ηi)
√

1 + f ′2(ξi) ·∆xi.

Izraz �e biti predstav	en u obliku

S(P ) = 2π
n∑

i=1

f(ξi)
√

1 + f ′2(ξi) ·∆xi + 2π
n∑

i=1

[f(ηi)− f(ξi)]
√
1 + f ′2(ξi) ·∆xi.

Ako je podela P dovo	no fina, taqke ξi i ηi koje pripadaju segmentu [xi−1, xi]
se malo razlikuju, pa �e se zbog neprekidnosti funkcije f i vrednosti f(ξi) i
f(ηi) malo razlikovati, pa �e druga suma biti jednaka nuli. Odatle va�i da
je

S(P ) = 2π
n∑

i=1

f(ξi)
√

1 + f ′2(ξi) ·∆xi.

Navedeni izraz predstav	a integralnu sumu, pa je

S(P ) = lim
λ(P )−→0

2π
n∑

i=1

f(ξi)
√

1 + f ′2(ξi) ·∆xi = 2π

∫ b

a

f(x)
√
1 + f ′2(x)dx.

Primer 64. Izraqunati povrxinu sfere nastale rotacijom polovine kruga
x2 + y2 = r2 oko Ox ose, tako da je y =

√
r2 − x2.

Rexe�e. Kako je y =
√
r2 − x2, odatle je y′ = − x√

r2 − x2
. Primenom formule

za povrxinu obrtnog tela i dobija se:

S = 2π

∫ r

−r

√
r2 − x2

r√
r2 − x2

dx.

Kako je funkcija y parna, dobija se slede�e

S = 4πr

∫ r

0

dx = 4πr2.

△

Primer 65. Izraqunati povrxinu sferoida koji nastaje rotacijom polovine

elipse
x2

a2
+

y2

b2
= 1 oko Ox ose.

Rexe�e. Uzimaju�i parametarske jednaqine elipse x = a cos t, y = b sin t, 0 ≤
t ≤ 2π, dobija se

S = 2π

∫ π

0

y(t)

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

S obzirom na simetriqnost krive u odnosu na osu Oy sledi

S = 4πb

∫ π
2

0

sin t
√

a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt = 4πb

∫ π
2

0

sin t
√

a2 − (a2 − b2) cos2 tdt,
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= 4πb

∫ 0

π
2

√
a2 − (a2 − b2) cos2 td(cos t) = 4πabε

∫ 1

0

√
1

ε2
− z2dz,

gde je ε =

√
a2 − b2

a
ekscentricitet elipse. Stav	aju�i u posled�em integralu

z =
sinu

ε
, dobija se

S =
4πab

ε

∫ arcsin ε

0

cos2 udu =
2πab

ε
·
(
arcsin ε+ ε

√
1− ε2

)
,

=
2πab

ε

(
arcsin ε+ ε

b

a

)
= 2πb2 + 2πab

arcsin ε

ε
.

△

Primer 66. Izvesti formulu za povrxinu torusa koji se dobija rotacijom
kruga x2 + (y − a)2 = r2 oko Ox ose, pri qemu je a > r.

Rexe�e. Povrxina torusa se dobija sabira�em povrxina tela koja nastaju
kada se dva odgovaraju�a luka kruga obr�u oko Ox ose.

(y − a)2 = r2 − x2,

Odavde �e biti izra�eno y.

y = a±
√
r2 − x2.

Izvod funkcije y jednak je

y′ = ∓ x√
r2 − x2

.

Sada se mo�e uvrstiti funkcija y u formulu za izraqunava�e povrxine ro-
tacionog tela.

S = 2π

∫ r

−r

(a+
√
r2 − x2)

√
1 +

x2

r2 − x2
dx+2π

∫ r

−r

(a−
√
r2 − x2)

√
1 +

x2

r2 − x2
dx.

Kako je u pita�u parna funkcija (dakle, simetriqna u odnosu na Oy osu),
dobija se slede�a jednakost:

S = 4π

∫ r

0

(a+
√
r2 − x2)

√
1 +

x2

r2 − x2
dx+4π

∫ r

0

(a−
√
r2 − x2)

√
1 +

x2

r2 − x2
dx.

Zbir ova dva integrala bi�e predstav	en kao integral zbira i tada se dobija
slede�e:

S = 4π

∫ r

0

2 · ar√
r2 − x2

dx = 8πar

∫ r

0

dx√
r2 − x2

= 8πar arcsin
x

r

∣∣∣r
0
.

Odavde se dobija da je povrxina torusa jednaka

S = 4π2ar.

△
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6 Primena integrala u �ivotu

Odre�eni i neodre�eni integral imaju xiroku primenu u mnogim prirod-
nim i druxtvenim naukama, kao i u svakodnevnom �ivotu. Mnoge realne si-
tuacije mogu�e je svesti na odgovaraju�i matematiqki model i na taj naqin ih
rexiti. Ve� su navedeni primeri primene integrala u geometriji - izraquna-
va�e povrxina, zapremine i du�ine. Tako�e, integrali imaju veliku primenu
u fizici pre svega, zatim u statistici, ekonomiji, biologiji, vazduhoplov-
stvu. Za konstruisa�e prvih projektila V-1 i V-2 tokom Drugog svetskog
rata neophodni su bili odgovaraju�i proraquni koji su u sebi sadr�ali dosta
integralnog raquna.

6.1 Raquna�e zapremine

Primer 67. Polupreqnik vinskog bureta je 30cm pri vrhu, a polupreqnik
bureta na sredini je 40cm. Visina bureta je 1m. Kolika je zapremina bureta
pod pretpostavkom da je boqni luk bureta parabola.

Rexe�e. Vinsko bure nema oblik va	ka ili kupe qiju zapreminu je mogu�e
izraqunati po formuli, pa �e ono biti predstav	eno preko matematiqkog mo-
dela i bi�e prime�en odre�eni integral radi raquna�a zapremine. Bure �e
biti okrenuto na stranu i bi�e izraqunata jednaqina parabole koja predstav	a
boqni luk bureta. Ta parabola ima maksimum u taqki (0, 40) i prolazi kroz
taqke (50, 30) i (−50, 30). Jednaqina parabole je y = ax2+bx+c. Kako navedene
taqke pripadaju paraboli, one moraju zadovo	avati jednaqinu parabole. Uko-
liko se uvrste koordinate taqaka u jednaqinu dobija se sistem jednaqina iz kog
�e biti izraqunate vrednosti konstanti a, b i c. Sistem koji se tom prilikom
dobija je

a · 0 + b · 0 + c = 40
2500a+ 50b+ c = 30
2500a− 50b+ c = 30.

Rexe�a ovog sistema su a = − 1
250

, b = 0, c = 40. Dakle, tra�ena parabola ima

jednaqinu y = − x2

250
+ 40. Kada ova parabola rotira oko Ox ose, izme�u taqaka

(−50, 30) i (50, 30) dobija se obrtno telo koje odgovara vinskom buretu qiju
zapreminu treba izraqunati.

Slika 71: Vinsko bure, skica bureta nastala rotacijom oko ose Ox
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Bi�e prime�ena formula za raquna�e zapremine obrtnog tela.

V = π

∫ b

a

y2dx = π

∫ 50

−50

(
− x2

250
+ 40

)2

dx = 2π

∫ 50

0

(
x4

62500
− 80x2

250
+ 1600

)
dx =

= 2π

(
x5

312500
− 80x3

750
+ 1600x

)∣∣∣∣50
0

= 425162cm2 = 425, 162l ≈ 425, 2l.

△

Na sliqan naqin mo�e se izraqunati zapremina lubenice. Lubenica je sfe-
roidnog oblika, dakle, mo�e se predstaviti kao elipsa koja rotira�em oko ose
Ox formira obrtno telo, tj. sferoid. Zapremina sferoida je ve� izraqunata,
pa ako se znaju du�ine du�e i kra�e poluose elipse u horizontalnom preseku
lubenice mogu�e je izraqunati �enu povrxinu.

Integralni raqun, pored matematike, ima i veliku primenu u fizici.
Pomo�u integrala mogu�e je na�i centar mase krutog tela i �egov moment
inercije. Tako�e, mogu�e je i izraqunati pre�eni put nekog tela, rad pro-
men	ive sile i pritisak. Ovde �e biti prikazano na koji naqin je to mogu�e
uraditi i bi�e dati primeri.

6.2 Moment inercije

Moment inercije je mera otpora tela koje rotira i dobija se kao proizvod
mase tela i polupreqnika rotacije na kvadrat tj.

I = m · d2.

Ukoliko treba izraqunati moment inercije za grupu tela razliqitih masa
m1,m2, . . . ,mn koji rotiraju oko taqke na uda	enosti d1, d2, . . . , dn respektivno,
tada je moment inercije jednak

I = m1d
2
1 +m2d

2
2 + . . .+mnd

2
n.

Ako su sve taqke na istoj uda	enosti od centra rotacije tada je moment inercije

I = (m1 +m2 + . . .+mn)R
2,

gde jeR polupreqnik rotacije. Ove formule mogu�e je primeniti kada se tra�i
moment inercije ravnog lika. Ali, xta se dexava kada je potrebno na�i mo-
ment inercije neke krivolinijske povrxi? Neka je data krivolinijska povrx
koja rotira oko ose Oy. Na datoj povrxi bi�e uoqena podela sa opisanim i
upisanim pravougaonicima.
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Slika 72: Telo koje rotira oko ose Oy

Svaki karakteristiqni pravougaonik ima xirinu ∆x, a visinu y2 − y1, pa
je �egova povrxina (y2 − y1)∆x. Ako je k jedinica mase po povrxini, onda
svaki karakteristiqni pravougaonik ima masu k(y2 − y1)∆x. Moment iner-
cije za svaki pravougaonik je [k(y2 − y1)∆x] · x2, jer je svaki pravougaonik na
uda	enosti x od ose Oy, pa je x polupreqnik rotacije. Odavde se mo�e na�i
moment inercije za sve tipiqne pravougaonike. Taj moment inercije predsta-
v	a Darbuovu sumu, koja je ukoliko je podela dovo	no sitna tj. ako λ(P ) −→ 0
jednaka

Iy = k

∫ b

a

x2(y2 − y1)dx.

Primer 68. Na�i moment inercije za krivu y = 1 − x2 u prvom kvadrantu
koja rotira oko Ox ose.

Rexe�e. Za poqetak �e biti skiciran grafik funkcije pa �e se izraqunati
moment inercije.

Slika 73: Kriva za koju se tra�i moment intercije

Granice integracije su a = 0 i b = 1, a gor�a funkcija je y2 = 1 − x2, dok je

88



do�a y1 = 0. Dakle, moment inercije je

I = k

∫ 1

0

x2((1− x2)− 0)dx = k

∫ 1

0

(x2 − x4)dx =

= k

(
x3

3
− x5

5

)∣∣∣∣1
0

= k

(
1

3
− 1

5

)
=

2k

15
.

△

6.3 Rad promen	ive sile

Neka promen	iva sila intenziteta F (x) deluje na materijalnu taqku na
putu AC i neka je funkcija F neprekidna. Pravac i smer te sile su stalni,
dok je intenzitet promen	iv i zavisi od rastoja�a x izme�u napadne taqke
sile i taqke A. Potrebno je izraqunati rad te sile na putu od taqke a do taqke
b.

Slika 74: Aplet na kojem je ilustrovan rad sile na intervalu

Neka je P = {x0, x1, . . . , xn} podela segmenta [a, b]. Na svakom segmentu [xi−1, xi]
potrebno je izabrati proizvo	nu taqku ξi, i = 1, 2, . . . , n. Izraz

n∑
i=1

F (xi)∆xi,∆xi = xi − xi−1,

predstav	a pribli�nu vrednost rada date sile na putu od taqke a do taqke b.

Slika 75: Aplet na kojem je ilustrovano kreira�e podele sa istaknutim taqkama

Rad sile intenziteta F (x) se onda na tom putu definixe kao

lim
λ(P )−→0

n∑
i=1

F (ξi)∆xi =

∫ b

a

F (x)dx.

Hukov zakon za opruge: Sila F potrebna da isteza�e (ili sabija�e) opruge
x varira od �ene normalne du�ine do du�ine proporcionalne sa x. Dakle,

F = kx.
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Primer 69. Koliki rad mora biti izvrxen na opruzi da bi se ona sma�ila
sa du�ine 1m do du�ine 0, 75m, ako je konstanta isteza�a k = 16N/m?

Rexe�e. Iz Hukovog zakona se mo�e zak	uqiti da je F = 16x. Pre�eni put
opruge je 1m− 0, 75m = 0, 25m. Prema tome, ulo�eni rad iznosi

A =

∫ 0.25

0

16xdx = 8x2|0,250 = 0, 5N ·m.

△

Primer 70. Kabl te�ine 30N/m prikaqen je za kofu sa ug	em te�ine
3600N . Kofa se podi�e sa dna rudarskog okna dubine 160m. Koliki rad je
potrebno ulo�iti da bi se podigla kofa
a) od dna do polovine okna;
b) od polovine okna do vrha;
v) od dna do vrha.

Rexe�e. Za poqetak potrebno je na�i kolika sila je potrebna da bi se iz-
vrxio tra�eni zadatak. U ovom sluqaju, sila predstav	a te�inu kofe i kabla
u bilo kom polo�aju u oknu. Neka je x trenutni polo�aj kofe. Na dnu okna,
x = 0, na sredini x = 80, a na vrhu x = 160. Bilo koji polo�aj kofe u oknu
mo�e se oznaqiti sa 160− x. Dakle,

F (x) = 30(160− x) + 3600 = 8400− 30x.

Slika 76: Aplet na kojem je ilustrovano kreta�e kofe u oknu
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a) Kako se kofa podi�e sa dna do polovine okna, granice integracije �e i�i
od 0 do 80.∫ 80

0

F (x)dx =

∫ 80

0

(8400− 30x)dx = 8400x− 15x2|800 = 576000Nm.

b) Kofa se podi�e od polovine okna do vrha, pa �e granice integracije i�i od
80 do 160.∫ 160

80

F (x)dx =

∫ 160

80

(8400− 30x)dx = 8400x− 15x2|16080 = 384000Nm.

v) Kofa se podi�e od dna do vrha okna, pa granice integracije idu od 0 do
160. ∫ 160

0

F (x)dx =

∫ 160

0

(8400− 30x)dx = 8400x− 15x2|1600 = 960000Nm.

△

6.4 Zanim	ivi zadaci

Primer 71. Stopa rasta jednog tipa bi	nih �elija izra�ena u stotinama
je C i predstav	ena je slede�im modelom

dC

dt
= 4

√
t+ 1,

gde je t vreme mereno u danima. Kada je t = 0, C = 9, xto izra�ava poqetni
trenutak.
a) Na�i funkciju koja izra�ava broj �elija.
b) Na�i broj �elija i odgovaraju�u stopu rasta kada je t = 5.

Rexe�e. a) Potrebno je na�i funkciju C. Kako je dat diferencijal te funk-
cije po promen	ivoj t, bi�e izvrxena integracija da bi se naxlo qemu je C
jednako. Dakle,

C =

∫
4
√
t+ 1dt = 4

∫ √
t+ 1dt =

8

3
(t+ 1)

3
2 + c.

Poznato je da je u trenutku t = 0, broj �elija jednak C = 9. Odavde je

9 =
8

3
· 13/2 + c,

odakle je c =
19

3
. Sada je

C =
8

3
(t+ 1)

3
2 +

19

3
.

b) Broj �elija u trenutku t = 5 bi�e

C =
8

3
(5 + 1)

3
2 +

19

3
≈ 46.

△
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Primer 72. Populacija bakterija ima rast P izra�en sa

dP

dt
=

3000

1 + 0, 25t
,

gde je t vreme mereno u danima. Kad je t = 0 populacija bakterija je 1000.
a) Na�i model populacije P pod datim uslovima.
b) Kolika �e biti populacija bakterija nakon tri dana?

Rexe�e. a) Kao i u prethodnom primeru, bi�e izvrxena integracija.

P =

∫
Pdt =

∫
3000

1 + 0, 25t
dt = 3000 · 4 ln |1 + 0, 25t|+ c = 12000 ln |1 + 0, 25t|+ c.

Poznato je da populacija broji 1000 bakterija u poqetnom trenutku.

1000 = 12000 ln (1 + 0, 25 · 0) + c,

odakle je c = 1000. Dakle,

P = 12000 ln (1 + 0, 25t) + 1000.

b) Nakon tri dana je t = 3, pa �e broj bakterija biti

P = 12000 ln (1 + 0, 75) + 1000 ≈ 7715.

△

Primer 73. Koncentracija leka y izra�ena u miligramima po litru u krvi
pacijenta posle t sati mo�e biti predstav	ena preko formule

y = 500e−0,4t.

Na�i proseqnu koliqinu leka tokom prvih 5 sati poxto je lek prim	en.

Rexe�e. Kako se tra�i proseqna koliqina leka u krvi pacijenta, potrebno
je primeniti prvu teoremu o sred�oj vrednosti koja je ranije navedena. Kako
se tra�e rezultati za vremenski interval od 5 sati, bi�e t ∈ [0, 5], pa je

1

5

∫ 5

0

500e−0,4tdt = 100

∫ 5

0

e−0,4tdt = 100(−2, 5e−0,4t)|50 ≈ 216, 2.

Dakle, proseqna koncentracija leka u krvi pacijenta �e biti 216,2 miligrama
po mililitru nakon 5 sati. △

Primer 74. U zavisnosti od godix�ih doba tokom godine dolazi do promene
du�ine dana. Ako je t broj dana nakon prole�ne ravnodnevnice, du�inu dana
je mogu�e predstaviti preko periodiqne funkcije

f(t) = 12 + 4 sin
πt

182
.

Na�i sred�u vrednost du�ine dana tokom prole�a i leta.

92



Rexe�e. Pod pretpostavkom da prole�e i leto traju ukupno polovinu godine,
to iznosi 182 dana. Sada se mo�e primeniti teorema o sred�oj vrednosti.

D =
1

182

∫ 182

0

f(t)dt =
1

182

∫ 182

0

(12 + 4 sin
πt

182
)dt =

=
1

182
· 12t

∣∣∣∣182
0

− 4

π
cos

πt

182

∣∣∣∣182
0

= 12 +
8

π
.

Proseqna du�ina dana tokom prole�a i leta iznosi 12 +
8

π
≈ 14, 55 sati. △
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7 Zak	uqak

Posled�ih godina, sve vixe se govori o osavreme�iva�u nastave matema-
tike. Raqunari i internet predstav	aju naxu svakodnevicu, pa je prirodno
da se govori i o �ihovoj primeni u nastavi. Programski paket GeoGebra, kao
xto je reqeno u uvodu prikazanog master rada, predstav	a dinamiqki softver
koji omogu�ava interaktivno uqe�e matematike.

U ovom radu je prikazana vizuelizacija neodre�enih i odre�enih integrala
u programskom paketu GeoGebra, kao i primena integrala u geometriji i nau-
kama. Vizuelizacija gradiva je veoma bitna, jer ona omogu�ava da se mnogi ap-
straktni pojmovi pribli�e uqenicima i studentima. Apleti kreirani pomo�u
GeoGebre su interaktivni - omogu�avaju da korisnik uqestvuje u promeni po-
dataka vezanih za aplet, a samim tim te promene utiqu i na izgled apleta. U
internet prezentaciji ovog master rada postoje i apleti koji su povezani sa
dugmi�ima u tekstu. Pritiskom na dugme dolazi do iscrtava�a odgovaraju�ih
elemenata na apletu. Ovaj naqin prikaziva�a nekog gradiva je izuzetno ko-
ristan, jer korisnik dok qita tekst istovremeno uqestvuje u kreira�u slike
vezane za tekst, umesto da posmatra ve� formiranu sliku i da tumaqi podatke
na �oj. Na taj naqin se samo gradivo koje je ovako predstav	eno bo	e razume
i br�e i lakxe pamti.

Nastava matematike se qak i danas, u 21. veku, obav	a uz pomo� krede i
table, najqex�e zbog nedostatka vremena. Na kvalitet nastave matematike bi
pozitivno uticalo kada bi se GeoGebra poqela koristiti u sklopu nastave, kao
program pomo�u koga se mogu uspexno vizuelizovati matematiqki sadr�aji.
Kako je GeoGebra aplete mogu�e ugraditi u veb stranicu, uqenicima se pru�a
mogu�nost da od ku�e pristupe apletima koji �e biti prikazani na qasu i
da ih na taj naqin i sami prouqe i dodatno se posvete tom sadr�aju. Pro-
fesorima matematike, sa druge strane, ova osobina pru�a mogu�nost da svoje
qasove uqine zanim	ivijim, da prika�u na lepxi, pregledniji naqin gradivo
koje ponekad nije mogu�e adekvatno predstaviti na tabli.

Kako se trenutno razvija i verzija GeoGebre koja �e omogu�iti kreira�e
trodimenzionalnih objekata, ovaj program �e vremenom biti sve znaqajniji u
nastavi matematike, kako u osnovnim i sred�im xkolama, tako i na fakultetu.
Bilo bi korisno kada bi profesori u xkolama poqeli aktivnije da koriste
prednosti koje pru�a ovaj program, jer bi tako svoje qasove uqinili zanim	i-
vijim i jasnijim. Tako�e, bilo bi veoma korisno da i uqenici u osnovnim i
sred�im xkolama poqnu da koriste program GeoGebra, da i sami u �emu kre-
iraju objekte, jer �e na taj naqin bo	e uoqiti neke osobine tih objekata koje
kreiraju, kao i to xta se dexava promenom nekih podataka na konstrukciji.
Bilo bi dobro u sklopu qasova informatike pokrenuti rad u GeoGebri. Na taj
naqin bi bila omogu�ena i interdisciplinarnost na kojoj se sve vixe insi-
stira, odnosno, povezanost qasova informatike i matematike.

94



Literatura

[1] Adna�evi�, D., Kadelburg, Z.: Matematiqka analiza I, osmo izda�e, Ma-
tematiqki fakultet, Beograd, 2008. godina

[2] Bogoslavov, V. T.: Zbirka rexenih zadataka iz matematike 4, Zavod za
u
benike i nastavna sredstva, Beograd, 2002. godina

[3] Bo�i�, M.: Pregled istorije i filozofije matematike, Zavod za u
benike,
Beograd, 2010. godina

[4] Ivanovi�, �., Og�anovi�, S.: Zbirka zadataka i testova za IV razred
gimnazija i tehniqkih xkola, Krug, Beograd, 2003. godina

[5] Kadelburg, Z., Mi�i�, V., Og�anovi�, S.: Analiza sa algebrom, u
benik
sa zbirkom zadataka za 4. razred Matematiqke gimnazije, Krug, Beograd,
2003. godina

[6] Keqki�, J.: Matematika sa zbirkom zadataka za 4. razred gimnazije, Sa-
mostalna izdavaqka agencija ,,Keqki�", Beograd, 2006. godina

[7] �axko, I.I., Bo	arquk, A.K., Gaj, J.G., Golovaq, G.P.: Zbirka zadataka
iz matematiqke analize 1, uvod u analizu, izvod, integral, Naxa k�iga,
Beograd, 2007. godina

[8] Sajt GeoGebre: http://www.geogebra.org/about, pristup	eno dana
06.10.2013.

[9] GeoGebra Centar Beograd: http://www.geogebra.matf.bg.ac.rs/ pristu-
p	eno dana 06.10.2013.

[10] O kalkulusu na sajtu Vikipedije: http://en.wikipedia.org/wiki/Calculus,
pristup	eno dana 06.10.2013.

[11] O integralima na sajtu Univerziteta u Juti, odsek za gra�evinu:
http://www.eng.utah.edu/ cs5961/Resources/calculus.pdf, pristup	eno dana
26.03.2014.

[12] O kalkulusu: http://apcentral.collegeboard.com/apc/members/features/2015.html,
pristup	eno dana 26.03.2014.

[13] Istorija kalkulusa: http://www.andrewsaladino.com/calculus/history.html,
pristup	eno dana 26.03.2014.

[14] Primena integrala, sajt za interaktivno uqe�e matematike:
http://www.intmath.com/applications-integration/applications-integrals-
intro.php pristup	eno dana 19.08.2014.

[15] Primena integrala: http://college.hmco.com/shared/pdfs/9780618962594 ch06.pdf
pristup	eno dana 19.09.2014.

95



[16] Primena kalkulusa u fizici: http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/CalcI/Work.aspx
pristup	eno dana 19.09.2014.

[17] Teorema o sred�oj vrednosti, sajt Univerzi-
teta Britanska Kolumbija, odsek za matematiku:
http://www.ugrad.math.ubc.ca/coursedoc/math101/notes/applications/average.html
pristup	eno dana 21.09.2014.

96


