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1 YBox

Kankysycnu padyn, oJHOCHO PaJi ca M3BOJAMMA U MHTEIPAJIUMA, IOYE0 je CBOJ
pa3Boj BeoMa JIaBHO, jomn y joba crape I'puke. Apxumen u Eymokc cnangajy y npse
MaTeMaTHdyape KOoju cy ce 6aBHJIM M3padyHaBambeM MOBPIIMHA METOJIOM 3a Kojy he
ce KaCHHje UCIOCTAaBUTH Ja je Kaakynayc. V3 morpede 3a padyHameM MOBPIIHHA
U 3alPEeMUHA, KAJKYJIyCOM ce 0aBe W MHOI'M MaTeMaTHYapy BaH €BPOICKOT KOHTHU-
Henta. Mebhyrum, 10 KOHAYHOr 3acCHUBaMmba KaJIKyJIyca J0Ja3u TeK HAKOH 17. Beka
n pajgona tbyrna un Jlajonuna. [losasu 10 ycrnocraBibama Bese uamehy andepenin-
pama u WHTerpaiuje, Kao u (popMaJTHOT 3aCHUBaba, IIPUMEHe HHTerpaJa, lpe cBera
y TeOMeTpHUjH: padyHameM HOBPIINHA, JTYKUHA JYKAa KPUBE U 3alpeMHUHA.

Hagejiene nipumene, Kao u youmire paJi ca uHTerpajumMa Moryhe je BU3yeJjHo 1mpu-
Ka3aTH U HA Taj HAYWH OJIAKIIATH Pa3yMeBambe oBe objactu maremaruke. [{u/b oBor
pajia je BU3yeu3alja pa3/IMduTUX TeopeMa, JIOKa3a U IIpuMepa moMony mporpaM-
ckor nakera [‘eol'ebpa, mrTo 6u Tpebaso ja ojakiia padyMeBame rpajuba. [Ipo-
rpamcku naker ['eol’ebpa mpejacraB/ba JUHAMHUIKA MaTeMaTHIKH cODTBEP KOjH 00-
jenumyje reomerpujy, ajareOpy m anajmsy. Pa3Boj oBor codrsepa 3amoueo je y
ckJjomy cBor macrtep paja Mapkyc XoenBaprep na Yuuepsurery y Caandypry
2001. roaune. ['eol'ebpa npejcraspa Oeciiatan codpTBEP, HAMEHEH HACTaABHUIIIMA
U YYeHHUIIMa, IOTr0/IaH 38 HHTEPAKTUBHO yUeIbe MaTeMaTHuKe.

[eol'ebpa uma Tpu pasjuduTa HAUNHA NTPUKA3UBambha MaTeMaTHIKHX O0jeKaTa:
rpacduukm, aaredbapcku u TabemapHu npukas. CBe Tpu BpcTe HMpHKasa objekaTta cy
MehycoOHO JIMHAMUYKY 110Be3aHe, YKOJIMKO Jiohe JI0 IpoMeHe 1oJaTaka y Ouja0 KoM
0/1 OBa TpHW NPHUKa3a, U y Jpyra JBa npukas3a jgohu he g0 ncre mpomene, 6e3 od03upa
Ha TO Ha KOjH HAYHUH je o0jeKaT m3BOpHO Kpeupan. ['eol'eOpa npejcraBpa mporpam
y KOMe Cce MOT'y KpPeupaTH pa3juduTe MaTeMaTHIKe KOHCTPYKIUje U Ha PeJaTUuBHO
jeIHOCTaBaH HAUMH oMoryhaBa n Kpenparme aHuMAaIlfja, y 9eMy ce 3allpaBo U OIJeIa
UHTEPAKTUBHOCT OBOI 1porpama. KoHcrpyucane objekre u anumaiiyje Moryhe je ca-
qyBaTH y pa3InduTuM (opMaTHMa, Y 3aBUCHOCTH 0J1 TOTpeda KopucHuka. Kpeupane
objekTe Moryhe je cadyBaTu Kao CIWKY, aju je Takohe moryhe mpejcrtaBuTi aHnMa-
nuje Kpeupane y I'eol'ebpu u y okBUpY Heke BeO cTpaHuie. YIpaBo Ta MOIyhHOCT
KOjy OBaj AUHAMUYKH cOTBEP MpYy:Ka Ce MOzKe MCKOPUCTHTU KAaKO OM ce Ha Kpea-
TUBaH Ha4UH HpI/I6.HI/I)KI/LHa MaT€eMaTUKa Y4Y€HHUIIUMa OCHOBHUX W CPpe€AbUX IIKOJIA,
Kao u cryaeHTuMa. Jla Ou ce HEKO I'pajuBO HAYYHJIO0 OHO MOpa W Ja Ce pa3yMe, a
pasyMeBamy TpajnBa 9e€CTO MOYXKE JIa TIOMOTHE FheroBa BU3yean3alidja. 300T Tora
[eol'ebpa mpejicTaB/ba KOPUCTAH MPOrPpaM Y HACTABU MaTeMaTHKe.

Y oBoMm pajy he 6uTu pedn 0 HHTErpaJMa, HAPOIUTO O MPUMEHN HHTErpasa y3
ojiroBapajyhy Buzyejusanujy. Y MHTEPHET HPe3eHTallju OBOI' Pajia Koja Ce MOKe
Buern Ha aapecu http://alas.matf.bg.ac.rs/~ml08065/master Guhe npejcraB/benu
aljieTd Yuju je NuJ/b Jla Y3 oJroBapajyhu mpornpaTHu TeKCT MPUOJINKU WHTErpaJse
CBAKOM KO ZK€JIM JIa Hay4d HeIITO O HhUMa.

Y mornasiby ,,MlcTopujcKu OCBPT Ha KAJIKYIYCHU padyH’ Ouhe yKpaTKO HaBeJIeH
pPa3Boj KaJIKyIyca Kpo3 BEKOBE - TIOUeB O aHTHIKe ['puke, MpeKo MpeTKaJIKy/IyCHOT
nepuojia, 1a cge Jio tbyrua u Jlajonuia, BUXOBOI pajla U OCBPpTa Ha KACHUjU Pa3BOj
uHTerpaJHOr padyna. [lu/b oBOr moryiaB/ba je mpe cBera Jia MPUKazKe MOCTOjarhe
pajia ca MHTerpajuMa jolll y JlaBHA BpeMeHa M TO IIpe CBera OHaj Je0 MHTEI'PAJHOT
padyHa KOjH JaHAC CIAJia Y HEeroBy NMpUMEHY.



Y nornasiby ,,Heonpehenn unrerpan” Ouhe metapHO OOjalllleH paJi ca Heope-
henum mHTErpasiuMa. Y OBOM J€/ly HABEJEHE Cy TEOpeMe U JOKA3U, KAO U Kapak-
TEPUCTUYIHU TPUMEPH KOJU C€ YeCTO MOjaB/byjy M KA0 CAMOCTAJHEU 33 Al W KAO
JIeJIOBU JIPYTUX 3ajaTaka. HaBejeHne Merose, Kao W pellierma, BU3YEIN30BAHA CY Y
nporpaMckoMm naxery ['eol'ebpa.

Y nornasiy ,,Oapehenn unrerpan’ gedunucan je onpelenu mHTErpas, Kao u
MOTHBAIIHja 3a Heroso yBoheme. OBje je Takohe onucan u paj ca oapeheHnM HHTe-
rpajiuma. Teopeme Koje ce Hasiaze y 0BOj 00J1aCTH, KAO W MPUMEDHU, BU3YEJTM30BAHH
cy y I'eol'ebpmn.

Y mnoraasmy ,,llpumena ompehenor maTerpasia’ npukasaHa je TpUMeHa WHTEe-
rpajia 3a m3padyHaBaibe IOBPIIUHE, JIYKUHE JyKa KPUBe, 3allpeMUHe U TOBPIIHHE
ooprHor Tena. ledununuja nm3padyHaBama OBUX BEIUUNHA, KAO U IIPUMEPH TPUKA-
3aHU Y OBOM IIOIJIaB/by, Budyesin3oBanu cy y ['eol'eOpu.

Y norstassby ,,IIpumena nnrerpaJjia y xkuBoTy” NpHUKa3aHa je IPpUMeHa UHTerpaJia
y busunm u y mojeMHIM TPUPOIHAM HayKaMa, Kao Uy KUBOTY.

OcHoBHE U3BOD JeduHUNT]a, TeOpeMa U T0Ka3a y OBOM pajy cy Kibure [5] u [1].

Hrmepaxmusnu nacmasmu (T— |
Mamepujaru o unmezparuma
Kpeupanu kopuutheren ¢
npocpamcroe nakema GeoGebra MoyetHa Macrep pag Nutepatypa Ewuorpacmja

Hcropujat

Heoapelenn wsrerpa
Oapeljenn uaTerpan

Ilpumena oxpebesor naTerpana

HuTerpanu y HaykaMa H :KHEOTY

Y 0BOM pay je NPUKAIZH PaA Ca MHTETPANNME, MIOYES 04 OCHOBHINX Ae(HILM]A 1 TeOpeMa Be3aHIX 33 HeoapefjeHn
WHTErpan, Npeko oApefjeHor MHTErpana i HanocneTky, NpiMeHe oApefjeHor WHTErpana y reoMeTpUl M y Haykama.

Ll pasa je Npykaauearse KankynycHor pauyHa, OfHOCHO, Pafa Ca WHTErpaniMa Ha MHTepaKTHEaH HauuH, nomohy
anneTa KojW cy KpeupaHn y nporpamckom nakety GeoGebra, wro Gn Tpefano na onaklua pasymeBare U yuekse rpaguea
uz oge ofnacTh. Teopeme, AOKA3M W NPUMEpPH NPUKasaHn y OBOM pagy cy bre n
yrpafieHn y 8eb cTpanHuLy.

| Jparana Huromah, cenrem@ap 2014, Maremarmukn dakyntet y Beorpagy GeoGebra LienTap Beorpag

Cauxa 1: Hzened nowemmne cmpare unwmeprem npesenmavuje macmep pada ,, Anmepaxmueru
HACTMABHY MAMEPUJAIL KPEUparu Kopuwhervem npozpamckoez nakema GeoGebra”



2 Hcropujcku OCBPT HAa KaJIKYJIyCHU PadyH

2.1 Awntnuka I'puka

Ucropujcku riiej1ano, uaTerpasi ce 1mojaBuo 3HATHO IIpe 10jMa U3BOJA M jOII Ce
Apxumen! y cymruan Kopuctio mume. KaJKyIycHE padyH - padyH ca HHTETPaJInMa,
1 M3BOJUMa, Iope ApxuMe/ia UMa 1 JIpyre 3acHuBade. Eynokc? Takohe cBojum Me-
TOJIOM eyCcTaxuje CIaja y pel 3acHuBada KaJakyayca. MeToa eycTaxuje mpecTaBba
MEeTOJIy U3padyHaBamba MOBPIIHHE HEKOT TeOMETPHjCKOT PABHOT JINKA UCIYHaBamheM
YHYTPAIIHOCTH TOT JIMKA HU30M IIOJIMTOHA YHUje MOBPIINHE KOHBEPIUpajy Ka Io-
BPIIIUHU TI€JIOT TEOMETPHJCKOT JuKa. Apxumes je, MelyTum, KOpuCTuo aApyru MeTos
- MeTO/i eKBUINOpHjyMa, Jla OM TeK Kaja je (popMaJHO H3J1arao CTpoOr J0Ka3 IpH-
MEeBHBAO MeTojI eycraxuje. MeTos eKBUIMOpUjyMa 3aCHHBAO Ce HA MEXaHUUKHM
apryMeHTHMa W TPHMEHH HJeje 1a Cy HMOBPIIN Tejaa Ha HeKH HAYWH ,,Temke’ Te
Jla ce Kpo3 ojipehuBarmbe BUXOBUX TEKUIITA MOXKE OTKPUTH U MATEeMAaTUUYKH OJIHOC
y KOMe IhHXOBe KOMIOHeHTe cToje. Meroa ekBuanbOpujyma je y cTBapu Ipereda
Meroga OeckoHadHO MainX. Apxumenos pazn ,, Keadpamypa napabose” mocTaBiba,
Temesbe uHTerpanuje. KacHuje he OuTn peunm o m3padyHaBamby KBaJpaType mapa-
6os1e, Kojy je Apxumea onpeano KOpucTehn ce MeTomoM eycTaxmje, MpeKo CHCTeMa
YIUCAHUX U OLUCAHUX [PABOYTaOHUKA.

Ny A0
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Cauxa 2: Aprumed Cauxa 3: Eydoxc

2.2 IIperkankynycHu nepuona u pagosu Ibyrtua u Jlajoauma

Pa3Bojy Ka/KysIyca y IpeTKaJKy/IyCHOM Hnepuoiy gonpunenu cy Pobepsan®, Ka-
pasmjepu’ u @epma’, Koju IPaKTHIHO PENPOAYKYjy APXUMEIOB pajl, aan 104ajy
JIOCTA CBOJUX OPUTHMHAJHUX JonpuHOca. Koj cBe Tpojurie, a MOXKJIAa HajBUIIE KO,
Kasanujepuja, mpumehyje ce ojcTyname oj Tpu I'PUKe JI0rMe, IIpe CBera paji ca ak-
TyeaHoM Oeckonaunomrhy. OHE cy He caMO CXBATUJIN TO Ja Ce JIMHHje CacToje O

L Apxumen s Cupaxyse (rpa. Apxeundno, oxo 287-212. romuHe IM.H.e.), CTAPOTPYKH MaTeMma-
THYIAp U pu3uIAp

2Eynokc ca Knuga (408-355. roqume 11.H.€.), CTAPOTPYKH MATeMaTH4ap, aCTPOHOM M HAyTHHK,
jenan ox IlmaroHOBHX yueHWKA

32Kun ne Pobepsan(dbp. Gilles Personne de Robervalle, 1602-1675), dpamnityckun MaTemaTadap

‘Bonasenrypa ®panyecko Kapammjepu(utan. Bonaventura Francesco Cavalieri, 1598-1647),
ATAJTUJAHCKYA MATEMATHIAD

Tjep ne ®epma(dp. Pierre de Fermat, 1601-1665), dpaniycku mareMaTndap



DeCKOHAYHO TavaKa, IMOBPIIU 0] OECKOHAYHO MIPaBUX, & IPOCTOPHA Tesaa 01 OecKo-
HAYHO HOBpIIK, Beh cy u ca TuM objekTuMa 1o4esn Jjia padyHajy. Pepma je Beoma
3HAYAjaH 10 MeToauMa 3a JudepeHiuparme (Taja HA3MBAHUM METOIMMA 3a OJpe-
huBame MakcuMyMa, MEHUMYMa W TAHTEHTH) U HWHTEIPUCAHE, KOjU Cy OWJIN YBOJ Yy
KaJIKy/JIyC H KOjH cy 3HadajHo momorau tbyruy® u Jlajonummy”.

Cauxa 4: Kasarujepu Cauxa 5: Iljep de Depma

Y 17. BeKy moa3u /10 TPOHATACKA KATKYIyca O/l CTpaHe /IBa BeJIMKA MaTeMaTH-
gapa. tbyrtn u Jlajonun mcroBpemeno jgoraze 10 wjeje O 3aCHUBAKY KATKYJIYCHOT
padyHa, y3 pa3juduTy HOTAIM]y ¥ HOTIYHO HE3ABUCHO jegan oj apyror. OHu ycro-
craB/bajy Melycobny mpenucky u 'y jeanom oji nucama HbyTH je HaroBecTuo mocro-
jambe HEeKaKBOI ,,MeToja’ 3a KOju je JaK ymoTpeOMO M aHarpam, IITO je y TO mpoba
6110 BeoMa pacipocTpameno. FbyTH je neceTak roguHa KacHUje y jeJTHOM CBOM €Ty
objaBmo Kako je JlajoHuiyy HAroBecTHoO MO3HABAILE OJpEhHEeHOr MeTo/Ia U KaKO MY je
Jlajoruir 0IroBOpuo J1a je u OH IIPOHAIIA0 METO/I HCTE€ BPCTE U CAOLIITHO MYy METOJI.
Kacuuje he FbyTn nokymaru jga onosBprae oBy usjaBy u jgohu he ;10 cykoba o ay-
TOPY KaJkyaycHor pauyna. Jlocra myro orkpuhe kajikyiryca Huje myOJMKOBAHO HU
y TIeJIMHYU, HU y JeJOBHMa, a IPBU KOju je o0jaBmo cBoje oTKpuhe 6mo je Jlajomm.
logune 1684. y wacommcy ,,Acta Eruditorum” Koju je JTUIHO OCHOBAO, JlajOmmir
o0jaBsbyje 4/JaHAK KOJU CaJIPzKK LpaBuUia JudepeHiiupama, y CaBPeMeH0] HOTAlUju.
Takobhe, y ucrom vacomnucy 1686. romune 6uba oOjaBsbeH JIajOHUIIOB YjIaHAK O WH-
TerpajTHOM PadyHy, TJie Ce TMPBU IyT yBOAMW O3HAKA 33 WHTErpasl, KOja ce W TaHac
kopuctu. MelhycobHa npenucka JaBojuiie Hay4IHUKA OUBa Y3POK BEJHMKOI CIOPa OKO
ayTOPCTBA, & Kao MOoOeIHUK U3 OBOTI cykKoOa m3iasu HbyTH, Koju je uMao BeJUKY IO-
npmiky Bputancke nmmepuje, mok Jlajonun 6ma onTyxken 3a maarujat. Mehyruwm,
ucTropuja MaremMaTuke ocji000auia je JlajoHuia nkakse CyMibe, a HeroBa HOTallHja
U TeXHUKA Ce W JIAHAC KOPHUCTE Yy MAaTeMaTHUJKOj aHaju3u. Buire o cyko0y Koju je
noctojao u3Melhy oBa JBa BeqnKa MaTeMaTHdapa, Kao U O HBIXOBOM YKHBOTY MOKE
ce mahu y xmu3u [3).

SUcax Hbyrn(enrn. Isaac Newton, 1643-1727), enrneckn dbusudap, MaTeMaTndap, aCTPOHOM 1

duno3o0d
"Tordpun Bumxem don Jlajouumn(nem. Gottfied Wilhelm von Leibniz, 1646-1716), nemauku

dbunozod, MareMmaTuuap U JAIIOMATA



Cauxa 6: Ucax Ebymn Cauxa 7: Tom¢ppud Jlajonuy,

Vcropujcku riregano, Eymoke ca cBojoM MeTo0M eycTaxuje u ApxXumes ca IpH-
MEHOM OBOI' IIPpOHAACKA HAa M3padyHaBambe MOBPIINHA KPHUBOJHUHUJCKUX (DUTYDA,
cuajajy y pejl 3acHuBada KaJjkyJyca, g0k cy PobepsaJs, Kasaaujepu u ®@epma cBo-
juM pesyJiTaTuMa KJ/bY4YHO JOTPUHE/H PA3BOjy KAJKY/Iyca Yy IMPETKAJIKYJIYCHOM Iie-
puoxy. HbuxoBu 3ak/bydnu u paj cy gocta Kopuctuian Fbyruy n Jlajoruny koju cy
Ipe CBera 3ac/IyzKHH 3a OKYIL/baihe IocTojeher Marepujasia y jeany popMaJu30Bany
neuHy. /lo cTporor 3acHUBama KAJIKYIyCHOT padyHa J0Ja3u TeK y 19. Beky.

2.3 Pa3z3Boj KaJKyJyca

byt u Jlajonui He3aBUCHO jeaH OJ APYror OTKPUBAjy OCHOBHY TEOpeMY KaJ-
KyJiyca, Koja IoBe3yje unrerpanujy n gaudepennujamujy. [Ipe orkpuha oBe Teopeme
Huje O1JI0 IO3HATO Jla Cy HHTerpaiuja u JudepeHimpame 010 Kako mope3anu. ['pe-
ropu® je npsu o6jaBuo gopMysIamjy U J0Ka3 oBe TeopeMe, 10K je Bapoy® mokazao
OTIITH]y Bep3ujy oBe Teopeme. Bapoy je ouo nmpodecop Mcaka HbyrHa, koju je jo-
BPIINO Pa3BOj OBe MaTeMaTwdke Teopuje. JIajoHHIl je cucTeMaTn30Bao OBa 3HAMHA
3a OeCKOHAYHe BeJIMYUHE U TO 3aMHCA0 y caBpeMeHoj HoTanuju. (OCHOBHA TeopeMa
KaJKYJyca Ce CACTOjU U3 JIBa NleJa; IPBU Je0 TeopeMe ce Tude JudepeHnupama u
anTdepennupama (0IHOCHO HHTErpaluje), J0K ce APYTH Je0 TeopeMe OJHOCH Ha
Be3y m3mely antuandepeHiupama u ojapeheHor narerpaJa. BaxkHo je HATTOMeHyTH
Jla ce OBe TeopeMe OJHOCe Ha ojpeheHe MHTerpaJie, KOju ¢ UCTOPHjCKHU II0jaBJbY]y
upe Heoxpelhennx.

WNako cy meramuo m3yumau kKaakyayc, Hbyrn u Jlajonurn ra mucy dbopmaano
3acHoBa/id. Pa3BojeM I'DaHMYHUX BPEIHOCTU JIOJIAa3U U JI0 (DOPMAJHOI 3aCHUBAHA
uHTerpaJia U MHTerpaJnor padyna. Kacnujem 3acHUBarmby MHTEIPAJHOT PAdyHA J0-
npunenn cy @ypuje'® Koju je cBojoM anammzom 06yxBaTHO cBe (bYHKIHje TAKO MITO
UX je IpeJICTAaBHO KAaO CyMy jeJITHOCTaBHHX TpPUTOHOMeTpHjcKuxX ¢yHKiuja. Tako-
he, xon Dypujea ce npsu nyT cpehe 3Hax 3a oapehenn unterpaa. Puman'! je 6uo
HpBHU KOju je popMa/iHO 3aCHOBAO MHTErPaJl KOpPUIINEHmeM JIMMeca Tj. I'PDAHUYHUX

81Iejmc Iperopnm (enr. James Gregory, 1638-1675), MKOTCKM MaTeMaTHIap W aCTPOHOM

"Hcax Bapoy (enr. Isaac Barrow, 1630-1677), eHT/IeCKH TEOJOT U MaTeMaTHIAD

107Kan Bantucr 2Kosed @ypuje (bp. Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830), dbpaniycku
MareMarudap u pusnIap

UTeopr ®puapux Bepnapn Puman (mem.  Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866),
HEMa4YKH MaTEMATHYAP



Bpeanoctu. O je medpunmcao PuManoB mHTErpaa y CMHUCIY TPAHUYHUX BPETHOCTH
Pumanosux cyma. Taxobe, opie je meomxomno nomenyrn u Jlap6yos'? unrerpas
koju je jiecbunucan npeko /lapOyoBux cyma, 1o je jejgna oj moryhux jeduHunumja
nnrerpasia pynknuje. /lapdyoBu uHTErpain eKBUBAJIEHTHH Cy PUMaHOBUM HHTErDa-
JIUMa, IITO 3Ha4u Ja je ¢pyHkmuja lapdy maTerpadbusina ako u camo ako je Puman

HHTEerpabUIHA U TaJa Cy BPEJIHOCTH THUX MHTErpaJa, akKo I0CToje, jeTHaKe.

Cauxa 8: Lacmon apby Cauxa 9: Beprapo Puman

®panmycku MateMatuap Jleber? je dbopmymucao apyraunjy aedpUHANT]y HHTE-
rpaja u 3acHOBAoO je Teopujy Mepa. [lopen moMenyTux MaTtemMaTndapa, MHOTH JIPYTH
MaTeMaTHYapu JONPUHEN CY Pa3BOjy KaJKy/ayca y HeJUHY KOJy JlaHac MO3HAjeMo.
Meby muma cy n Komu'* xoju ce moce6mno 6aBHO KOMILJIEKCHOM aHAIN30M 1 3HAYajaH
je n nmo KommjeBoj nHTErpaaHoj TeOpeMH KOja ce OJHOCH Ha HHTerpaJe X0J0Mopd-
HUX (DYHKIHja y KOMILTEKCHO] PABHH.

Cauxa 10: Ozucmen Kowu Cauxa 11: Anpu Jlebez

2.4 3acHuBame W pa3BOj KajJKyJyca BaH EBporie

Kankynyc ce TokoM BekOBa pa3Buja0 y pPa3HUM JIETOBUMA CBETa, HE CaMO Y
Esponu, Beh u y Uupuju, Kunu, Janany u na bauckom Ucroky. Hoayme, Fbyrn

127Kan Tacron Japby (dp. Jean-Gaston Darboux, 1842-1917), dbpaniycku maremaruiap
13 Aupnu JleGer (bp. Henri Leon Lebesgue, 1875-1941), dbpanmyckn maremaTuaap
1 Orucren Ko (bp. Augustin-Louis Cauchy, 1798-1857), dbpanmyckn MaTemaraiap



n Jlajonut cy O6uim npBU Koju cy (hopMyTucaau, pasyMean U KOPUCTHIH OCHOBHY
TeopeMy KaJkyJyca. Auid, npoO/eMu Kao MTO Cy U3PAdyHABAE HOBPIIUHE W 3a-
npeMuHe OWJIM Cy MO3HATU W pelienu join paunuje, nupe Hbyrnosor u Jlajonumosor
pobema. Beh je momenyt Apxumenos nmpobsiem kBaaparype mapabosie, a Ban EBporn-
CKOI' KOHTHHEHTa OWJIO je CJIMYHUX ITpod/ieMa U pelleba.

A6y Amu an-Xacan ubn an-Xajam'® 6uo je apancku maremarndap. Poben je y
Bacpu, rpany y llepcuju, y 10. Beky. buo je mpBum Koju je M3BPIINO WHTETPAIH]Y
HOJIMHOMA YeTBPTOr creneHa. Apxumes je 0ko 250. rojguHe 1Mpe HOBE epe HAMUCAO
neqio ,,0 xonoudama u chepoudama”, Tae je, uameljy ocrasor, mokaszao 3ampeMuHy
napaboJionga, pUrypy Koja Hacrtaje poramujom mapabosie oko cBoje oce. OBo Ap-
XUMeJIOBO 71710 OWJIO je Hemo3HaTo y apanckoMm cBery y 10. Beky, ma cy Tadbut ubn
Kupa u3 jy:xme Typcke u Aby Caxn an-Kym u3 ceBepuor lpana xpeumpaan com-
CTBEHHM JIOKA3 3a 3alpeMuny mapaodosionja. VoH ajn-Xajam je uurajyhu mUX0OB pajl
HpPEOKpeHyo mpob/eM Ha Majio apyraduju ciay4daj. OH je mocmarpao ciydaj Kaja
napabosia He porupa oko oce Oz, Beh oko oce ¥ = a, Ha Taj HaUYWH Kpeupajyhu
KyIIOJIy KOja je KapakKTepuCTHU4IHA Ha MHOruM rpaheBunama. [Ipobiem 3ampemune
OBe KYIIOJIe PeIro je JJe000M KYIIo/ie Ha JUCKOBE U MMOCMATPAo je cIydaj Kajaa Cy JiH-
CKOBU BEOMa TAHKH TAKO /& EbUXOB OPOj TexKu OECKOHAYHOCTU. 3alPEMHUHA KYIIOJIe
ce OHJIa CBOJIM Ha CYyMy y KO0joj ¢purypuiiie moJuHOM deTBpTOr crenena. Hapasho,
OBa 3alpeMuHa JIOOWjeHa je JIPyruM MeTOoJaMa, Pas3JImIuTHM OJi CaBpeMeHe MeTOJIe
naTerpanuje. OBre je OUTHO yOUUTH /13 ce WHTErpaJl MOJTUHOMA YEeTBPTOT CTeleHa
JI0OMja reOMEeTPHjCKUM IyTeM, U TO MHOTO CJIOYKEHHjUM Hero IITo je TO JaHAaC.

[Toues ox 11. Beka, apallCcKu, KHHECKU U HHJIMJCKM MaTeMaTUYapH IOYE/In CYy
Jla OTKPUBAjy TeXHUKe Koje Ou uMm oMoryhuje ja u3padyHajy HOBPIIUHY U3PAKEHY
npeko OmI0 Kor moJimHOMa. AJIu, TIpe Hero mTo cy MOTJIN Ja OTKpHjy Te (opmyie,
MopaJu ¢y Ja cTBope nojunoMe. [losmaomu apyror u Tpeher cremena cy mocTojain
u 1000 roguna yHa3a/, aji Cy U3parkKaBa/d MOBPIINHE U 3allpeMuHe ojroBapajyhux
reoMeTpUjCKUX JHUKOoBa. Huje 6MI0 MOTHYHO jacHO IITa OM YeTBPTU CTEIEH IOJIH-
HOMa MOTao Jia lpejicraBiba. [lojimHOME Bulller crereHa cy ce CKOPO MCTOBPEMEHO
nojasuin oko 1000. roaune y Unauju, Kunu u na Bimckom Wcroky.

Y Unnmju y 14. Beky nHactasa je Kepasa mkona. Y m0j cy ce u3ydaBaje Ma-
TeMaTHKa U acTpoHomuja y mepuony mamehy 14. m 16. Beka. VY mm/by pelraBama
ACTPOHOMCKHX MpobJieMa, y OBOj IIKOJH je JONLIO 10 OTKPUBAIhba MHOTHUX BayKHUX
MaTeMaTHIKUX KOHIelaTa, HAapOYuTo y 00JacT OECKOHAYHMX PeJIoBa, KOjU IIPE/I-
CTaB/bajy 3HAYAJHY KOMIOHEHTY pa3Boja KaJKYJIyca.

Y 17. Bexky y Jamany, jamaHcku maremMaTudapu Cy JONLINA 0 OTKpuha y Be3n
KaJKYJIYCHOT padyHa, HapounTo Maremarndap Kosa Ceku. Fberos mompunoc orsema
ce y pauyHamy MOBpIIUHA (urypa KopuinmhemeM WHTerpaJa, Mpormupyjyhu mMerosr
eycraxuje. VI3 oBora ce Bujiu Jla ce MmareMaTuKa y Jallany pasBujaJia y UCTOM CMeEpY
kao u y EBpomu Tora sioba.

Takobe, kaJyky/yc je 6uo nmosuar u 'y Kuau. YV tpehem BeKy KHHECKH MaTeMaTH-
gap JImy Xyu je kopumhemem KaBanmjepujeBor npunmuna aomao 10 dhopMmysie 3a
3alpeMUHY [IJIWHJPA, TJe je TOKAa3a0 CXBaTalkhe OCHOBHUX IPWHITUIIA WHTETPAIije
u jgudepeHnupama. 3aHUM/bUBO j€ HPUMETHTH JIa C€ KAJKYJIYC KOPUCTHO U Y CTa-
pom Erunty 3a uspadyHnabaibe 3alpeMune 3apy0/beHe mupamMmu/ie, Kao 1y MOHOBHOM

5par. Alhazen, apalicku HayIHHK, MaTeMaTHIap, GUI030¢ U ACTPOHOM



mpeMepaBaiby Hapliesia HaKOH ILTaB/bema peke Hma, mro ce moxe Bujgetn y Mo-
CKOBCKOM Hanupycy koju jgarupa u3 1800. rojune 1pe HOBe epe.

Cauxa 12: Mockoscku nanupyc
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3 Heoapehenu maTerpasn

[Tojam wHTErpaJia ce y NIKOJIOBakY MPBHU YT jaB/ha Y YETBPTOM Pa3peiy Cpe/ibhe
IIKOJIE ¥ IOTOM Ce TO T'PaJUBO JAOJATHO Hpomupyje Ha (dpaKyITeTuMa Ha KOjuUMa ce
n3ydaBajy npupojne Hayke. Kako maudepeHnupame u WHTErpUCAIbe MPEICTABIBAJY
JIBe y3ajaMHO MHBEp3HE MaTeMaTH4YKe ollepalldje, HAKOH yBOhema IojMa H3BOIA H
olepanuja ca u3BoJuMa, ydenuny ce cycpehy ca narerpaimuma. IMurerpas npejgcra-
BJba OCHOBHU TI0jaM MaTeMaTU4dKe aHaJIu3e.

[Toznatro je ja je Moryhe IupeKTHO U3pavyHATH U3BOJI€ OCHOBHUX €/IEMEHTAPHUX
dyuknuja, mo nedwHUIjU, a Ta ce U3BOIU CBUX OCTAIUX eJeMeHTapHUX (PyHKIHja
JI00Mjajy y3 moMoh JoKa3aHMX IMpaBHJIa 3a M3BOJE aarebapcKux KOMOMHAIHMja, 3a
U3BOJL, cJI0zKeHe u uHBep3He dyHkuuje. JIormdHo je mocraButu u OOpHYT 1HPOOJIEM:
ako je nosuar u3Box F’ neke dpyuknuje F, nahn vy dynkumjy. Omnocno, ako je f
Jata PyHKIMja HA HEKOM WHTEePBaJLy, ojpeanT PyHKIujy F' Tako jia BaxKu:

F'(z) = f(x)
Tj.
dF (z) = f(x)dx.

Hagejienu npobsiem mpejcraB/ba YBOJI Y HHTEIPAJTHA PadyH U paJ ca HHTerpaauMa.

3.1 IIpumuruBHa pyHKIHja

Hedbunannuja 1. Qynrxuyuja F je npumumuena pynrxyuja 3a dyrnxuyujy f Ha nexom
unmepsany axo je F' dudepenyujabusna na mom unmepeasy u 3a c8aKO T U3 Mo2
UHMEPBANT BANHCU,

F'(z) = f(x).

IIpumep 1. Qynruyuja F(x) = sinx je npumumuena dynruuje dynxyuje f(x) =
cosx 3a x € R, jep je F'(x) = f(x),xz € R.

IMpumep 2. Pynxyuja F(x) = 22 je npumumusna dynxuuja sa dynryujy f(z) =
2¢ na ckyny R.  Mehymum, dynxyuja Fi(z) = 2% + 1 je maxohe npumumusha
bynryuja 3a ucmy Gynryujy na R jep sasrcu:

Fl(z) = (2> + 1) = 22 = f(x).

/r f."/ ¥ Mpukasn dyreLaly

f W] Mpukasn npumuTieHy dyHELujy

/ ¥ Mpukasut npUMATHERY BYHKLMJY

T T T T T T T T T
-2 -1 a 1 2 2 4 g 8 7

Cauxa 13: I'paguuru npuxas pynuxuyuja f, F u Fy
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V3 mpeTxoMHOr IpHMepa ce MOZKe 3aKJ/bYyUHTH JIa aKO 3a AaTy (GYHKIH]Y f mocToju
HpuMUTHBHA (DYHKIMja HA HEKOM MHTEPBAaJIy OHJA OHA HUje jeJHO3HAYHO ojpeheHa.

Teopema 1. Axo je F(x) npumumusna gynruyuje 3a f(r) na nexkom unmepsany,
onda je u F(x) + ¢, 2de je ¢ npoussomna peasna KOHCMAHMA, NPUMUMUEHA PYHK-
yuja 3a f(x) na mom urmepsany.

/loxas. Heka je c npomsBo/baH peasiaH Opoj u Heka je F' mpuMuTHBHA DYHKIIH]A 34
dbyukujy f wa unrepsany (a,b). Onga 3a cBako = € (a,b) BaxKu:

Taxobe, 3a cBako = € (a,b) Baxku u:

(F(z) +c) = F'(z) = f(z).

Hakie, cBaka oj1 dbyukiuja F(z) + ¢, ¢ € R je npumuruBHa dyHnkuuja 3a GyHrmjy
f wa unrepsany (a,b). O

Teopema 2. Axo cy F(z) u G(x) npumumusne dynruyuje za dpynxuyujy f(r) y
nekom urnmepsany, onda je pasauka F(x) — G(x) konemanwmma y mom unmepeany.

Jlokas. Heka je dynkunja o(z) = F(z) —G(x),x € (a,b). Pyukiuja ¢ je nudepen-
nujabusina Ha (a,b) n Baxu:

#'(x) = (F(z) = G(2)) = F'(z) = G'(x) = f(x) = f(z) = 0.

3a cBe = € (a,b). Onaze, Ha ocHOBY mocaenume Jlarpanzkose Teopeme!® cienn na
je p(z) = ¢, onakune je F(x) — G(z) = c. O

Hapejiene TeopeMe mmajy um CBOjy T€OMETPHjCKY HMHTEpIpeTarujy Koja he obje
OUTH mpHUKa3aHa. ['eoMeTpujcKa HHTePIIPeTaIllja OBUX TeopeMa Ou TpebaJio J01aTHO
JIa T0jaCHU HUXOBO 3HAYEIHE.

Axko je y koopauraTaom cuctemy r(Oy y paBHU cKunupaH rpaduk jegHe o mpu-
mvutuBHuX Gyukuja Gyukuuje f(x),z € (a,b) onma he cBaka kpuBa y T0j paBHU
nobujeHa TpaHcaanumjoM oBor rpaduka ayxK Oy oce mpeacTaBhaTh Ipaduk QyHK-
nuje Koja je npumuruBHa dyukuuja 3a f(z),z € (a,b). Ha oaj naunu mobujajy ce
rpadpuiiy CBUX HPUMUTUBHUX (DYHKIU]A.

1$TTocreanma Jlarpan»KoBe TeopeMe O Cpelboj BpeIHOCTH mudepeHInjaIHor padyHa. OBa Teo-
peMa ce MOxe BUJETH y Kibu3u [1]

12



74

—44

OBo cy npuMUTMEBHe thyHKumje 3a f(z) = sinx.
F(z) = —cosz ]
F'(z) = f(x) "
> 7

Cauxa 14: Anasem wa xojem cy npurasare npumumusne gynrkyuje sa f(x) = sinz

Ha 6u ce u3 ckymna cBux npumutuBHHX (yHKnuja 3a f(z) Ha oxpehenom nu-
TepBaJy U3JBOjHIa jeaHa oapehena mpuMmuTuBHA DYHKIHM]jA, MOpA Ce MOCTABUTH J0-
jgarau yeaoB. To he 6utu npukasano y HapejHoM IIpUMepY.

IIpumep 3. Hahu npumumusny dynxuujy dynkuuje f(x) = v — 2 wuju epadur
cadporcu mauky A(1,1).

Pewerve. Baxu ciaenehe:

(r —2) = (%gﬂ)/ —(22)' = (%aﬂ - 2:10)/.
1

O1aBJie ce MOKe 3aKJbyUUTH JIa j€ jeJIHa O/l IPUMUTUBHUX (ByHKIM]ja jejnaka F(x) = 5202 — 2.
[IpousBosbHa npuMuTHBHA (DYHKIIHjA je

1
F(x)zéx—2x+c,x€]R.

Kako rpaduk npuvurusre dynkmuje mopa ga caapxm tauky A(l, 1), nomarau
yCJI0B Koju (byHKIMja Mopa Ja 3a10Bo/bu je F(1) = 1, oxnocHo,

1==-12-2-1+c.

5
Opnasge ce nobuja 1a je ¢ = 5 Tpaxkena npumuTuBHA DYHKIHjA je

1 5
F(x):§x2—2x+§.

13



MpumuTMBHA dyHKumMja hyHkumje f() = & — 2
Mopa npohu Kpo3 Tauky A.

4
Cauxa 15: I'paduvra unmepnpemayuja npumepa

Hedbunnnmja 2. Cryn ceur npumumushur gynkuuje dynrkyuje f(r) nasusa ce
neodpehenum unmezpasom Pynkyuje f(r) u osnavasa ce ca

/ f(z)dz.

V nasenenoj nedununuju, cumGon [ je 3HaK mHTErpasa, f(r) ce Hasusa mo-
auaTerpasuoMm dyHKOujom, 10K je f(xr)dr mommaTerpamam uspas. Ako je
F(z) jenna upuvurusna dynknuja dyuxknuje f(z) Ha HEKOM MHTEPBAJy, OHJA CE,
npema reopemn 1. ckyn [ f(z)dr ma tom mHTEpBasy MOXKe HanmcatH y OOJIMKY
{F(z) + c|c € R}, ognocHo,

/ F@)dz = Fz) + c.

Teopema 3. Heka je F(z) npumumuena dynryuja dynruyuje f(x) na nexom un-
mepsaay. Tada je:

1. d([ f(z)dz) = f(z)dz;
2. [ f(x)dx = [dF(z) = F(x) + ¢
3. [k-flx)dx =k- [ f(z)dz, k € R\{0};

4. Ba dynxuyuje f(x) u g(z) sascu jednaxoem [ (f(x)+ g(x))dz = [ f(x)dx +
[ g(x)da.

Jlokas. 1. Kako je F upuvurusHa dbyuknuja 3a Gyukmujy f, Baxu ga je F'(z) =
f(z). Takobe, Baxku wu:
d([ f(z)dx) = d(F(x) + ¢) = F'(x)dx = f(x)dz.

2. [ flx)dx = [dF(z) = [ f(x)dx = F(z) + c.
3 naBeiena jiBa CBOjCTBa 3aKJbydyje ce 1a cy omnepannje audepeHmpama u
uHTerpamnuje MmehycobHo mHBEep3HE ca TadHOIINY JI0 MPOU3BO/bHE KOHCTAHTE.

14



3. W3 mperxoaHor BaxKu Ja je

(/ k;f(:c)dx), — k- fa).
(k;-/f(x)dx)/:k~ (/f(x)dx)lzk;-f(x).

OBuM je 10Ka3aHO J1a je JeBa CTpaHa jeITHAKOCTU jeJHAKa JTeCHO].

Taxkobe,

4. U osue he 6uTH 1moka3aHo /1a je JeBa cTpaHa jeJHAKOCTHU jelHaKa JeCHOj TaKo
mTo he u JieBa u jecHa crpaHa OMTH ITOHAOCOD JudepeHnupaHe.
(f (f(@) + g(x))dz) = f(z) + g(x);
([ f@)dz + [ g(z)dz) = ([ f(z)dz) + ([ g(z)dz) = f(z) + g(z). .

Kako je Ha ocHOBY mo3HATUX U3BOJA HeKUX (pyHKIHja Mmoryhe Hahu mpuMuTuBHE
dyHKIHIje, a camuM TUM U Heoqapelene nnTerpae garux yHKIHja, 18 O HaTaKe-
e HeoipeheHnX MHTerpaJia je JHOCTAaBHUX e/leMeHTapHuX (DYHKIH]a OUII0 OJTAKIITAHO
oBJie he OuTu HaBeeHa Tab/nIA HeogapelleHUX WHTErpaJia y3 ojaronapajyhe yciose.

WNurerpan YesioBu
1
1 /xadx = a—ﬂx‘”l +c aeR\{1},z>0
d
2 o |z| + ¢ x#0
x
aw
3 /ardx: +c a>0,a#1
Ina

4 fexdx:equc
5 fsinxdx:—cosx+c

6 fcosxdx:sinx+c

d

7 / 12; =tlgr +c v#5+km kel
cos? x
d

8 /f = —ctgxr + ¢ x# km,k €Z
sin® x

dx
———— —arcsinz + ¢ r|<1
| o]
10 / dx tgx +
= arctgr + ¢

1+ 22 g

dx
——— =lnlz+VvVz2+ 1] +c
/\/xQ;tl | |

19 / dx 11
=—In
1—22 2

11

1+«
11—z

+c lz| #1

15



T T
8 10

I Mpmean /.lt(l.l'

I~ Mpmcan /siu.l'rl,l‘

NokpeHn aHnmaumjy
c dx
————— [V lMpukaxn —_
BaycTaBu aHUMaLujy x
-4 L
HeoppeheHun uHterpan cdyHKuUuje je
T
— =In|z| + (—0.5)
T r
6
™ Mpukaxy

Cauxa 16: Aniem na xojem cy npukradare mexe 00 Gynkuuja us mabAuye u
WUT06YU HeoOpeleHU UHMe2pant 3a Pa3suMUMe 8PEIHOCMU KOHCTNAHIME C

Hagenenn ycsioBu ce omgHOCe HA HEPEKHTHOCT MOJAHTerpasne (byHKIHje, KA0 U Ha
OorpaHMYerha Koja Iapamerap Koju ydecTByje y ¢opmyian mMopa Ja 3aJ0BojbH. Ta-
Kohe, MOpa ce BOJIUTH padyyHa u O jeduHucanocTu ejieMentapue (QyHKIMje YUju ce
Heo ipehenn mHTETrpas TpPaYKM.

3.2 Metoam nHTErparuje

o cajia nupukazaHu HPUMEPH MOIJIM Cy OUTH PelIeHH KOpHIIhemeM OCHOBHUX
cBojcTaBa HeojpeheHor wHTerpaJsa u tadb/uie wHTerpasa. Mehyrum, npumepu ca
KOjuMa Ce MOYKeMO CPecTH MOry OWTH MHOTO CJIOYKEHWjW OJI HaBeJIeHWX, TaKo Ja
HaAM pelllelbe HHje YBEK OYHuIJIe HO. 300T Tora Cy OB/l IIpeJCTaB/beHa jOIl JBa
MeTo/Ia WHTerpalyje - MeTOA0M CMeHe W MeTOJ0M IMapIijaane nHTerpanuje. Tako-
be, oBjie he OuTu HaBejieHU U PUMEPHU MHTErpalldje HEKUX 10CeOHUX KJjaca PyHK-
nuja. Y dopmyianujama Teopema Koje cieje ouhe kopuiiheH mojaM HENpPeKuIHO-
nudepennnjabuiane GyHKIuje Ha WHTEpBaIy. 1o je dyHKIHja Koja je jaudepeHiin-
jabuyiHa Ha MHTEpBaIy U HEH U3BOJI je HelpeKu Ha (DYHKIUja HA TOM HHTEPBAJY.

3.2.1 Meroxa cMmene

OBaj MeToJ1 ce 3aCHUBA Ha MPABUIY 3a JudepeHIupambe cIo)eHe (PyHKII]je.

Teopema 4. Hexa je F': A — R npumumuena gynruuja dynruyuje f(t),t € A u
nexa je g : B — A dudepenyujabuina 3a x € B, 2de cy A u B unmepsanu. Tada
nocmoju npumumusna Pynryuje dynryuje f(g(x))g'(x),z € B u npu mom sasrcu
jednarocm

[ 16@ng s = pig) + e

/loxas. TlorpebHo je joka3aru ja Cy M3BO/IM JieBE U JIECHE CTPaHe je/[HAKU.

( [ rtata da:)' = Flg@))g(=);

L= (F(g(x)) + ¢) = Fyuy(9(2))g'(z) = fg(x))g(z).
OpaByie Baxku j1a je D = L, Tj. J1eBa U jJieCHa CTpaHa Cy 3auUCTa jeJHaKe. 0
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Caza he 6uTn npuKaszaHo HEKOJIUKO KapaKTEePUCTHIHUX IpUMepa KOJU Ce TeCTO
10jaBJ/by]y y 3a/1alluMa.

IIpumep 4. Memodom cmene pewumu unmeepan [ cosaxdr,a € R.

Pewerve. N curyanumjama Kaja ce KOPUCTH METOJa CMeHe y WHTerpaJy, /b je 1a
ce yBohemeM cMeHe JJaTH WHTerpaJsl CBejie Ha 00K HEeKOT O TaDJIMIHUX HHTerpaJia
WM HA HEKH JPYTHU IOrojaH oOuK. Y oBOM mpumepy, 6uhe yBenena cmeHa t = ax.

1
Haxkon ussprmrenor audepennupama, 1o0ouja ce dt = adx, tj. Baxkuhe dr = —dt.
a

1 1 . 1 .
cosaxrdr = | —-costdt = —sint + ¢ = —sinax + c.

a a a
A
5]
a=-25 ¥ Mpukasiu
— flx) = cos(—2.5x)
54
2 ¥ Mpukasku

J 2.5

[>

Cauxa 17: Ansem wa xojem je npukaszan epagdur nodurnmezpasne GyHKuUje U peuerve
UHMEZPANG Y 3A6UCHOCTU 00 KOHCTRAHMU O U C

[Ipumenom ucTe cMeHe Kao y MPeTXOTHOM IPUMEPY PeIaBa ce 1 MHTerpa f sin axdzx.

dx

IIpumep 5. Pewumu unmezpan /ﬁ
a“ +x

Pewerve. [lpuukom perraBama HaBeJIeHOr WHTerpaJsa MpBO he OWTH U3BPIIEHE
ojapehene Tpancdopmailije, a Mmorom yBegena n oaronsapajyha cmena. Hakon Tpamnc-
dopmanuje n3pas3 u3rIea OBAKo:

1 1 1

a? + x? _a2(1~|—2—§) 2 (1_,_(2)2)‘

. x
[Tormro je u3pas TpancdopMucan Ha MOroIaH OOJIMK, MOYXKE Ce YBECTH CMeHa, t = >

KojoMm he ce HaBejeHu mHTerpaJ cectu Ha Tabaumuuau. Onaszie he outn dt = —dx,
a
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onHocHo, dxr = adt. Cana he npumeHoMm HaBejeHUX TpaHchopMaIluja U cMeHe OUTu
LPUKA3AHO PELICHEe IPUMepa.

/a;—ii-xﬁ:/a?(ldjz—i):/cﬁ@i—x(if):/%:

1/ dt 1 tat + 1 ta:+
= — = — - arc C = —-qarctg— C.
al 1+t2 a g a ga

IIpumep 6. Memodom cmere pewumu unmezpan

| =

Pewere. Kao u y nperxognom npumepy, 6uhe uzspiiene ojrosapajyhe rpancgop-
Malfje Ha JTaTOM WHTEerpay.

| == e

. .
= arcsint + ¢ = arcsin — + ¢

_1/ adt
a 1 —¢t2 a

IIpumep 7. Memodom cmere pewumu unmezpan f Va2 — r2de.

Pewerve. Ypomu ce cvena v = asint. Oparie je dv = acostdt, t = arcsin u

BaxXKm Ja je cost = 4/1 — (f)2 Veohemem HaBegene cMeHe 106mja ce ciaenehe:

/\/ a? — x2dx = a/ Va2 — a?sin®t costdt = a® / V1 —sin?t costdt = a? / cos? tdt.

Cayta je norpe6no peruru unrerpal [ cos? tdt. Y oBom ciyuajy, Kajia je HHTerpaHia
KBa/I[paT HEKe TPUroHOMeTpujcke (pyHKIHje, MOTPeOHO je MCKOPUCTHTU aIUIHOHE

dopwmyiie 3a TpuTOHOMETPHjCKe DYHKIIHjEe TTOAYYIJIOBA U HA Taj HAYWH Ce OCJT000INTH
1+ cos2z

2
NPUJINKOM JaJber pelraBama OBOT 3aJaTka. /lakie, Baxkn:

KBajpara. 1lo3HaTO je ja Baxkm cos®x = , mro he Ourn uckopwuithexo

1 2t 2 21
/\/CLQ—JZle’:aQ/COSQtdt:CLQ/—{_C%dt:%t—f—% -ésin2t+c:

a? a? a?
:Et+5 smtcost—l—c—?arcsm——i— \/&2 2+ c.

Hobujeno pememe BaxKu 1Mo yeaoBuMa ja je —a < x < amu gaje —3 <t < 5. A

ITpumep 8. Pasmompumu pewasarbe unmezpana 0bauka f flax + b)dzx.
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Pewerve. [Ipmwimkom perraBarma HHTerpaJa OBOT 00IUKA YBOIU ce cMeHa t = ax+b.
Pememe je:

/f(afc +b)dx = éw(ax +b) +c.

Jejlan o npuMepa OBOT' THUIIA je U
(CLI’ + b)n+1

a(n+1)
A
|
!
3 || ¥ Mpukanm
|| f(z) = (1.92 4 (—1.5))*
24 | ¥ Mpnkaskn

|

I f | (1.9 + (—1.5))1+1

} {[].‘.F.r' b (—1.5)) de = - - b (—0.6)
1.9(4 + 1)

2f c=-06

Cauxa 18: Ansem na xojem je npuxasdan epagur nodurnmezpaine GyHKyUje U peuierve
UHMEZPaNa Y 3a68UCHOCMU 00 KOHCMAHMU a,b,n u ¢

dx
IIpumep 9. Pewumu unmezpan _
P P P / Va2 +a?
dt dx

Pewere. YsohemeMm cMene ¢t = x + 22+ a? nobuja ce jga je — = —————.
1y j je o

Haxkue,

dx dt
———= | —=Inlt|+c=Inlr+ Va2t a?| +ec
/\/3172:l:a2 /t 4 | |
JAN

3.2.2 Meroa napiujajiHe MHTerpailiuje

Meroy, napuujajine wHTerpanuje Hajueiiihe ce KOPUCTH YKOJIMKO je IOJUHTE-
rpajna (pyHKIHja 3ampaBo W3BOJL MPOU3BOIA JiBe DYHKIIH]E.

Teopema 5. Heka cy u(x) u v(x) dudepenyujaburne dynkyuje u nexa nocmoju
npumumuena Pynryuje pynryuje u' (z)v(z). Tada nocmoju npumumuena @yrrkyuja

Pynryuje u(x)v'(x) u npu mome sascu jednarocm:
/u(x)dv(w) = u(x)v(x) — /v(x)du(:n)
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Cxpahenu 3anuc ose opmyae xoja he ce Kopucmumu y NPUMEPUMG 2AGCU:

/udv:uv—/vdu.

/lokxas. VI3Boa npousBoja jiBejy audepennujaburanx GyHKIUja © 1 U HAJA3K Ce 0

dopmyn:
(u(z) - v(2))" = v'(z)v(2) + u(z)v'(z),

a audepeHiujal NIpou3Boja TaKBUX JBejy DyHKIHja je:
d(u(z)v(z)) = v(z)du(z) + u(x)dv(x).

AKO ce MCKOPHCTH CBOjCTBO HeoJpeheHOr mHTerpaJia Koje TBPAM Ja Cy OIepalluje
HaJ1aKema HeoapeheHor naTerpasa n andepeninjasia mel)ycooHo wHBep3He, 1001ja
ce

u(z)v(z) + ¢ = / v(x)du(z) + / u(@)dv(z).
Ozanse je
/ u(@)dv(@) = u(z)v(z) - / v(z)du(x),
MTO je Tpe6asio T0Ka3aTH. O

Hajuemthe ce kopuctu ckpahenu 3anuc ose popmysie. Meros napnujaJine nare-
rparmje ce MOyKe KOPHCTHTH ako je moryhe wahu jeauy npuvurusny dbyakuujy v(z)
3a v'(x) n ako ce 32 [ v(x)du(z). OBaj METOX Ce MPHMEmbYje aKO Cy J[BE HHTErpa-
nuje jejnocrasue. Ha counm 19. je npukaszan ailier Ha Kojem ce rpadguiku, Kopak
0 KOpakK, MpuKa3yje Hau4WH Ha KOJU Ce BPIU MapIijajJHa WHTErpaIumja.

. ) =
MapumjanHa UHTerpaumja

o [ e
/?1.(:}:)(17.*(:1:) = \

du=u'(z)de <£—> v= v()

/ udv = yv - / vdu
[

Cauxa 19: Ansem na Kojem je Npura3aro u3ePULABaAthe NAPUUIAAHE UHIMEZPAYLTE

[Tpunnkom kopuiifiera oBe MeToje Tpeba BOJAUTU PadyHa O TOME Jjia ce 3a u(xr)
n3abepe (byHKIHja YUjH je U3BOJ jeTHOCTaBaH, II0JI YCJOBOM Jia U3pa3 KOjU IOCJIe
TOTA MPeocTaje y MOAUHTErPATHOM U3pa3y MOKe jeTHOCTABHO Ja ce mHTerpaan. /1o
3aK/bydKa Ja JIW je pUMeHa MeTojie MaplujajHe WHTerpaluje onpaBIaHa W Jia Jiu
je u360p dynkuuje u(x) n qudepennmjana dv(z) ycuemno manpasben g00uja ce Ha
OCHOBY TOra Ja Jiu je Ha Kpajy gobmjenn uurerpan [ v(z)du(z) jeanocrasan n na
s ra je moryhe mahmn.

IIpumep 10. Memodom napyujaine unmeepayuje pewumu uwmezpan | - e*dz.
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Pewerve. 3a HaBeJeHU WHTErpaJs MOCTOje JBa HAUYMHA Ja Ce U3BPIINH HapIdjaaHa
unrerpanuja. Oie he 6urn npukaszana oba HaYMHA, HPBU, KOju he mojguHTEerpainy
GYHKIM]Yy YINHUTH CJI0YKEHHJOM U JIPYTH, KOju he yIpoCTUTH HoAuHTerpaany dyHK-
Hjy, MTO je W cBpXa NpUMemhUBamha Naplujalne NHTerpaluje.

[IpBu naunn: Hexka je u(x) = €*, dv(z) = xdz. Oparne cienu ja je du(x) = e*dx,

x
v(x) = 5> OAHOCHO BAKI:

2 1
/:C'exdx: % em—g/xQe’”dx.

Y oBoM cay4ajy, moguHTerpajna YHKIHja je TocTaga CJ0XKeHUja 38 HHTerpalmyjy,
Tj. MOJUHOM Y MOJAUHTErPATHOM HM3pa3y je BHUIIET CTeleHa Hero y IMOYeTHOM HHTe-
rpaiy. [Ipema Tome, yKOJIMKO ce HACTABH IIPUMEHA METO/Ie aplujaiHe HHTeIPALHje
Ha OBaj HA4YWH, HHTErpaJ he rmocrajaTu CBe CJAO0XKEHW]H, IITO HUje IU/b KOju Tpeda
nocTuhu.

Hpyru naunu: Heka je u(z) = x,dv(z) = e*dzx. Onatie ce nobuja na je du(z) =
dx,v(zr) = €*, na Ha OCHOBY HaBeJIeHe TeopeMe O MAPIUjATHO] HHTErPATIUjH BAKU:

/x-exdx:xex—/ezdx:a:ez—em—l—c.

Opabupom Jpyror HAUMHA 3a pelllaBaibe HHTerpaJia J0J1a3u ce 0 pellemba. A

ITpumep 11. Memodom napuyujarme unmezpayuje peusum uHmMezpan f e™ cos brdz,
ede cy a,b € R.

Pewerwe. Heka je Tpakenun mHTerpas jennak [. Buhe mpumemena mapimjaaHa
uHTEerpanuja 1mo GopmyJin.

1= /e‘w cos bxdx = 1 /cos bxde™ = 1 (e‘w cos bx + b/ e sin bxdx) =
a a
1 b ) 1 b )
= (e*®cosbxr + — / sinbzrde®™ | = — [ e** cosbzr + — | e sinbz — b / e cos bxdx =
a a a a

e cosbr b ) 2
=+ e™ sin bxr — — e cos bxdzx.
a a a

WuTerpan jgobujen Ha Kpajy WjaeHTHYAH HHTErpaJIy Koju je 3ajar Ha modeTky. /la-
KJIe, IPeTXO0/IHA jeTHAKOCT CaJla U3IJIe/Ia OBAKO:

e cosbr b ) 2
[=————+4 - e“sinbr — — I,
a a a

OJTHOCHO, BaxKu ciejaehe:

a’ + b? [ a-e*®cosbr +b-e*®sinbx
a? a a? + b?

Konauno, mobuja ce j1a je TpakeHH HHTerpaJl jeJHaK:

a-e*®cosbxr +b-e*®sinbx

[ =
a? + b2
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ITpumep 12. Memodom napuujarne unmezpayuje peusume wHme2pai fln xrdz.

Pewere. Kana je y nuramy unterpaj QyHKIHje In z nim OWI0 KOju Apyru WHTE-
rpaj y KoMme ce oBa (pYHKIHja IOjaB/byje, OH e YBEK pelllaBa MeTOJIOM HapIiujasiHe
UHTerpamnuje. Y HaBeJeHUM CIydajeBUMa, TMOMTO WHTerpasa ¢gpyukmuje Inx wuje mo-

3HaT, NoTpedHo je nzabparn u(r) = Inzu dv(z) = dr. Tana je du(z) = —dz,v(x) = x.
x
Jakse, BaxKu:

/ln:vd:zlenx—/dx:xlnx—x+c.

=
:E R
c=-08
e
5
¥ Mpukai peweka uHTErpana
. 4]
/ Inrder =xlnr—x —0.8
]
[T Mpukaxu noguATERanHY dyrELY
flx) =Ina N
1
]
T T T T T T T T T
1 2 3 5 8 7

T
-4 -3 -2 -1 ]

e -3

Cauxa 20: Anaem ma Kojem Yy NpukasaHa pewerva Heodpehenoz uHmezpana
3G passudume 6pedHocmu KOHCMaHMe C

ITpumep 13. Memodom napuyujasne unmezpayuje peusumu uHme2pan farctga:da:.

Pewerve. Kao u y mperxogHoM HIpuUMepy, Kaja je y IMuTamy HHTerpas (pyHKIH]je
arctgr wim OMI0 KOju APYTH MHTErpas y KOMe ce oBa (pYHKIIHja MojaB/byje Kao J1e0

nojiuHTerpaJHe (PyHKIKUje, OH ce peliaBa MeToJoM mHapiujajine unrerpanuje. Ilo-
dz

—,v(zr) =
x

TpebHo je uzabparn u(x) = arctgx, dv(z) = dz, a ouga je du(x) = o

/ tord ’ / zdx
arctgrdxr = x - arctgr — .
g g 1122

Jlobmja ce:

YKOIUKO ce oBJe yBee cMena t = 1+x2, 1o6uja ce 1a je IOYeTHH HHTErpas jeJHaK:
dt 1 1 9
x - arctgr — % :x-arctgx—§ 1nt+c:$-arctg:17—§ In|l+ 2% +c.

Jakue,

1
/arctg:vd:v =x - arctgr — 5 In|l+ 2% +c
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ITpumep 14. Memodom napuyujarme unmezpayuje peusum uHmMezpan f Vva? + x?dx.

Pewere. Hexka je monasun unrerpasn jegnak I u veka je u(x) = va? + 22, dv(z) =

d
dx. Onasne je du(x el

( ):\/ﬁyv(ﬂ?)
z—/mdx—x VET - /

= z. [Haxkne,

Va? + x2

2 u pobujenn mnTerpas je rtaga moryhe

Y 6pojuory he Outu J107aTO U OJIY3€TO @
3aMmcaT Kao 30up JaBa WHTErpaJa.

x-\/a2+x2—/ﬂd§c+/a—2dm—
1/012_1_*1;2 ‘/(12+ZL‘2

=x-Va2+ 2?2 — /\/OL2 + 22dx + a® - In |z 4+ Va2 + a?|.
Y nobujeHoMm u3paszy MOYKe Ce YOUWTH TOJIA3HW WHTErpa:
I=z-Va*+22—1+a* Iln|z+ Va2 +a?|,

OJIHOCHO,

2l =z -Va2+ a2+ a* - Injz + Va2 + a?|.

Jlakse, pelreme MOJA3HOT HHTETpaJIa je:

1
25<35-\/a2+:v2—|—a2-ln|z—|—\/a2—|—x2|).

IIpumep 15. Pewumu unmezpan [ x? — a?dz.

Pewerve. Tparkenu unrerpaJj ouhe o3uaden ca I u perana ce METOJOM TTaPIHjaTHE

d
unrerpanuje. Heka je u(z) = a2 — a?,dv(x) = dz. Onasge je du(z) = vt v(z) = .

:1:2—a2’
I—/\/$2—a2d1:—xv —a? — /m

OBjie ce mocTyma Kao Uy TPETXOTHOM MpPUMepY, y OPOjUoIy JT0OMjeHOT MHTEeTrpasa
hie 6GuTH 104aTO M Ojy3eT0o a’, a HAKOH TOra, yodaBa Ce Jia y JOOHjeHOM n3pasy
[OCTOjU UCTU WHTErPaJ Kao MOJIA3HU:

r-Va?—a?— /ViL‘Z—&2d£L' r-Vr? — a?—I1—a*In |z + Va2 — a?|.

|72

Tpazkenn wHTETrpaJT jeTHAK je:

Izi(a:-\/xz—aQ—a21n|x+\/a:2—a2\>.
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dx

IMpumep 16. Haohu pexypenmuy dopmyay 3a urnmeepan I, = /m
x

Pewerve. Buhe pazmorpena jBa ciaydaja. [IpBu je kaza je n = 1, a japyru kaja je
n > 1. V caydajy kKaja je n = 1, 1o0uja ce Tab/imaHu MHTErpaJI:

/ du tgr +
= arctgxr C.
14 22 g

Mehytum, y ciaydajy kajga je n > 1, KOPUCTH ce METOJ, MaplidjajiHe HHTeIpalmje.
2nx

de’ U(ZE) =2X.

=, dv(z) = dx, onakiie ce nobuja na je du(xr) = —

(1 +2?)

dx T x?
I, = — = — 42 — dz.
/(1+1’2) (2 +1) " ”/(x2+1)n+1 !

Y o6pojuony he OuTu gomara m oaysera jeaAWHUIA, T1a Ce JOOMjeHN WHTErpaJj MOyKe
HpeJICTaBUTU Kao 30up JBa uHTerpasia. lakme, I, je jeaHaxo:

x dz dx T
I, = ————+2n- —_— — = —+2n ([, — I41) .
($2 + 1) n (/ (1’2 + 1) / (xz + 1)n+1) <£L‘2 + 1) n( +1)

OpnaBge ce nobuja peKypeHTHa Be3a:

Heka je u(x) =

Jaxke:

1 T 2n — 1

— . I,.
2n (22 +1)" L™

In—l—l -

OjiHOCHO, aKoO je y MUTamy peKypeHTHa Be3a 3a [,:

L ( & + (2n—3)[n_1) .

In = n—1
2n =2 \(22+41)

3.3 Wurerpanmuja HeKUX moceOHUX KJiaca (pyHKIja

[Ipumnukom pelaBarmba HHTErpaJia MojeIMHUX Kaaca pyHKIHja, Moryhe je yBecTH
HeKe KapaKTepUCTUYHe CMeHe Koje he WHTerpas yOpoCTHUTH U OMOTYNHTH HeroBo
jenHoctaBHuje pemaBame. Obae he OuTH pa3zmMoTpeHa HHTErpalyja TpH MoceOHe
KJjace (pyHKIUja: palMoOHA/IHe, UPAIMOHAJIHE U TPUTOHOMEeTPHUjcKe (pyHKIHje.

3.3.1 Wurerpamnuja pamuoHajaHe pyHKIHje

P(z)
Q(x)
cjaydaja. Y IPBOM CJIy4ajy, YKOJHUKO je cTeneH nojauHoMa P(r) Mambu o creneHa
nomHOMa (Q(x) mara GyHKIMja ce HA3MBA MPABUM PA3JOMKOM. Y JAPYTOM CJIydajy,
YKOJIHKO je crenen nonunaoMa P(z) Behn on cremena monmaoma Q(x), Moxe ce u3-
BPIIUTH JieJberbe TonnHoMa P(z) nomunomom Q(x) u Ha taj Hauun noauaoM P(z)
ce 3auucyje y obJIMKY:

Heka je jara panuonasna dyHkiumja Mory ce 3a moderak yoduTu JjiBa

P(x) = S(z) - Q(x) + R(x),
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pu deMmy je crerned noauHoMa R(z) mamu o cremena nonunnoma Q(x). Cama panu-
oHasiHa (DYyHKIMja ca [MOYeTKA M3IJIea OBAKO:

P(x R(x
(1) _ g4 Bl)
Q(x) Q(x)
OJIHOCHO Kao 30Wp TOJMHOMA W MPABOI Pa3JIOMKa. YKOJIUKO Ce TParxKu HWHTErpas
P(x
panuonaJjine QyHKIHje / %dx, y Apyrom cjydajy To ou ouiia ciejeha jegnakoct:

7)

/gg;dxz /S(x)dx+/%dx.

Kako je u3 Tabsnie moryhe oapeanTu WHTErpaJ MOJUHOMa, OBaj TPodJIeM ce CBOIN
Ha onpehuBame mHTErpaJia mpaBor pasiaoMka. Jla Om ce oapeano WHTErpaJs mpaBor
pas3JioMKa, 3a IMoueTak, noTpebHo je dakropucraru nouaoMm Q(r) y UMEHHOILY.

dx

r—a

IIpumep 17. Pasmompumu unmezpan obauka /

Pewerve. OBo je uaTErpas pamuonaane (pyHKINje, KOI KOTa ce y OPOjHOIly HaIa3H
KOHCTAHTa, a Y UMMEHHUOILY IOJUHOM IPBOI CTeleHa. YKOJHUKO ce YBeJe CMeHa t =

dt
r — a, 1obuja ce TaOJIMIHU UHTErPaJI e Jlakse, pememe je:
dx
=ln|z —al+c
r—a
A
dx
ITpumep 18. Hahu unmeepan | ————, 3a k > 1.
(z —a)t
Pewerve. Kao 1 y npeTxoaHnoM MpuMepy YBOJIH ce CMeHa t = & — .
/ dx /dt 1 N 1 .
(x —a)* th (1= Fk)tk—1 (1 —Fk)(x —a)kt!
A

a=-09 al
: n napaerans (2) () w (2]

c=07
—_— @ [0Na3W A0 NPOMEHE PELEHE U M3MEea rpadKka.

2] o B
¥ Mpukaxu pewete UHTerpana

3 / dx 1 .
- = - ¢
(z — a)f (1 —Fk)(x —a)-!

Cauxa 21: Anaem wa Kojem CY Npukasaha pewersa weodpehernoz unmezpaa
3G pazaunume 8pednocmu napamemaps o,k u xKoncmarme c
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rdx

IIpumep 19. Pewumu urmezpan /ﬁ, axo je a # 0.
T4+ a

Peweme. Bulie ypegena cvena t = x? + a®>. Haxon ysohema cmene, jo6uja ce
pererne:
xdx 1
/— =3 In|z° + a®| +c.

22 + a?

A

ITpumep 20. Pasmompumu unmezpan payuonaste Gyrkyuje kod xoza je cmenen
noauroma y bpojuouy eehu 0d cmenena nosuroma y umernuoyy. Y numarey je ur-
3

[
meepan x.
P 2 +1

Pewere. Kaxo je crenen noanaoma y Opojuoily Behu o1 cTernena moJnHOMA Y UMe-
HUOILY, IPBO he OUTH U3BPIIEHO Jie/bere mojinHoMa. /loduja ce:

d 1
/x2+1dx—/xdx—/xffl—%—§ In|z* + 1|+ c.

Cana he Outu HaBeJeHE TeOpeMe KOje ce KOPUCTEe MPUJINKOM WHTErPa/berha Pa-

A

MUOHAJHUX (DYHKITH]A.
Cras 1. Iloaunom P(x) denus je ca (x — a) axo u camo axo je Q(a) = 0.

CraB 2. (Csaku noaunom cmenexa n > 1 uma mauno n HyaAa, peaNHUT UAU KOM-
NnAeKCHUI.

Meby n myna nonmmsaoma (Q(x) Moxe 6uth u jegHakux. Ilpema Tome, ako cy
ai, g, ..., G0, CBe PA3IUIUTE HyJe MOJTMHOMA

Q(z) = cux™ + cpy2™ .. H 1+ cp, (1)
OHJIa Ce MOKe HalluCaTh
Q(z) = cp(x — al)kl(x — a,2>k2 s (x = am)km, ki +ko+ ...+ kyn=n,

npu gyeMy ce Opoj k; Ha3uBa PeIoM HYJIE a;.
dx
(1}2 + a2)n

Pewerve. Vl3pa3 y umenunoiry 6uhe Tpancdopmucan:
/ dx 1 / dx 1 / dt
(22 4 a2)n T a2 <(£)2 . 1)" T og2n—1 (t2 + 1>n’

x
ako je t = —. /lobujenm wHTErpas je pasmMorpen y npumepy 16, ma Baxu:
a

dx 1 1 z
— : : o 2 —3)l, 1 |,
/($2+a2)n a2n—1 9p — 9 (((£)2+1)n_1 + (2n —3) 1>
3an=23,... A

ITpumep 21. Pewumu unmezpan / san>1a#0.
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@

Cn=2  [Mn=3 @ned

[Cn=5 ™ =t

™ Mpueasm cee gyHeupje

a=38
P —

% % o 3 5 3 5

1 1 = )
_ . s (24— 3V
3821 242 ((Z)E+ 1) +(2-4-3) L1

>

Cauxa 22: Anaem ma Kojem Yy NPUKa3GHE PEUWEHE UHMEPAAG 30 PA3AUMUME
epedrnocmu 6poja a u N, HG CAUYY Je NPUKA3aH0 peuerve 3a n = 4

zdx
IIpumep 22. Pewumu unmezpan | ———————.
pumep P / @+ a7
Pewere. Y HaBejeHOM NIpHMepy yBOIH ce cMena t = x? + a?, a omasie je o
dt
rdr = —.
2

1 1 1
2+ a?)" 2/t 2 n+1 5(1 — n)t"—1+c  2(n—1)- (22 +a?)"! <

/ xdx 1 [dt 1 el
(

CraB 3. Axo je xomnaexcan 6poj z = o+ 18 HYAG NOAUHOMA

Qr) = Z cix’

1=0

Ca PEANHUM KOEPUUUJEHMUMG C;, 0HOG € theml KoHjy206aH 6poj Z = o — 13 makohe
nyaa noauroma Q).

Jloxas. 3a aBa mpom3BOJ/bHA KOMILIEKCHA Opoja 21 M 29 BarKe jeTHAKOCTH: 2z, + 2o =
Z1+ % u Z7123 = Z1 - Z3. Kako je z nysa nosmaoma (), Baxku Ja je

Qz) = Zn: ¢zt =0.
i=0

[Torpedno je mokazaru ja je u Q(Z) = 0. 3a Q(Z) Baxu cienehe:

00 = 07 =3 a5 =3 e = Q) =
1=0 =0 =0
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Jakite, ako je Q(z) mMOTHMHOM ca peaTHuM KoehUIHjeHTHMA U KOMILTIEKCHOM HY-
JIOM 27 = « + 13, Taja OH UMa U HYJy 29 = & — i3, 11a je Je/bUB Ca:

(x—2)(x—2) = (r—(a+if))(z — (@ —ifB)) = 2> - 2ax +a* + B* = 2° +px + ¢,

ako je p = —2a, a ¢ = o + B%,p,q € R. Hasejena kpajparia jejHaduHa UMa
JUCKPUMHHAHTY Marby o/ Hyse. Vmajyhin oBo y Bujy, kao u jenxnakocr (1), mosmaom
Q(x) ca peajiHuM KoedUIMjEHTUMA O] KOJUX j€ y3 HAJBUIIN CTENEeH jeINHUIA MOYKE
ce HAIUCATH y OOJIUKY:

Qz) = (x —a)" (x — ax)® - (& — a)" (4 + by + cl)l1 s (2 by + cq)lq,

e je ky+ke+...+k,+2-(L+...4+1,) =n, nje crenen noaunoma Q, a;,b;, ¢; €
R,b%—4¢c; <0,i=1,...p,7=1,...,q.

OnpehuBame mapamerapa OBOT pas3jararma €KBHBAJICHTHO je HAJIAKeHy CBUX
Hyaa noauHoma Q(x), Tj. pemaBamwy jennauntue (Q(x) = 0. Ilox mpermocTaBKOM
Jla je paszjiarame JaTo y 3aJaTKy Win Ja je moauHoM () J0BOBHO jeJIHOCTABAH Ja

P(x

ra je Io3HATHM MeTosaMa Moryhe pacraBuTu, pannoHa/ Ha (DYHKIH]a QE ; MOZKe 12

x
ce IpeJICTaBU y OOTUKY 30Mpa u3BecHOr Opoja pazmomaka. CBakoM (akTopy 0OTHKA
(x —a;)", i =1,...,p, noaunoma Q(x) orosapa 36up k; pasiomakas
Ay A A,
+ s+,
r—a; (v—a;) (x — a;)k
a cakoM daxropy obimka (x? 4+ bjx + ¢;)",j =1,...,q, oxrosapa 36up n; pasio-
MaKa:
Mjlx—i—N]l Mj2$+N32 Mjn]x‘i‘N]n]

+...+ .
22+ bjx+c; (22 +bjr+c;)? (22 + bjx + ¢;)"

IIpu tom cy A;,, Mj,, N;, nenosnarn koedunujentu koje rpeda oxpesuru. OHu
ce oapelyjy meromom Heompehennx koedunmjenara. ll3jeanadaBamem jgare yHK-
P(z
QW) o |
bujajy ce monunomu. Jlobujena je jemmakocT jaBajy monmHoma. JIBa mosmHOMA Cy
HIEHTUYIKN jeIHAKa aKO M CaMO aKO CY UM jelHaKH KoeHUIUjeHTH y3 oaroBapajyhe
crenene. I3jenadaBameM Tux Koedunujenara J10o6uja ce CuCTeM jeJIHaYNHA U3 KOra
MoOzkeMO Hahu Tpaxkene koedunujente. ButHo je mpuMeTuTH Ja je MPUIUKOM OBa-

nyje ca HaBeJeHUM 30MPOM M MHOXKEHeM jobujere jeanakoctu ca Q(zx) 10-

KBOT pasJiarama y OpOjuoIly yBeK IOJUHOM 3a CTeIleH MarmbU OJf HOJUHOMA Y NMEHH-
oIy, aKO Ce MOCMAaTPpa ONIITU OOJHUK MOJTHHOMA.

Jlakse, cBaky paruoHaTHy (DYHKIIH]Y je Moryhe pas/jIoKuUTH Ha 30U MOJHHOMA
u npoctux pazjomMaka. I[Ipema Tome, mHTerpaiuja panuonasine yHKIUje CBOJIU CE
HAa WHTErpalyjy MoJNHOMA U MPOCTUX padjoMaka. Kako je mHTerpamuja moJmHOMa
jelHOCTaBHA, y HapeIHUM NpuMepuMa he OUTH pasMOTPEHO MHTErphucame MPOCTUX
pas3IoMaKa.

dzx

IT ep 23. P _—
pumMep ewumu unmezpan / 227 T+ dr £ 20
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Pewerve. Y 0BOM IpuUMepy, MOTUHOM y HMEHUOILY je HepACTAB/BUB. Y TOM CIy4ajy,
KBajpaTHu TpuHOM 12 + 22 + 10 6ulie sanucan y kanonckoM obsuky 2 + 2z + 10 =

(x+1)*+09.

/ dx _/ dx _1/ dx _1/ dx
202 + 4w +20 ) 2(z2+22+10) 2 ) 22420 +1+9 2 ) (x+1)24+9

VBoau ce cmena t = x + 1. Taga ce go0uja ja je MOYETHH UHTETIPAJI jeTHAK:

/ dx 1/ dt [ SNSIE SRR b O
——— =— | —— =~ arctg= +c= = -arctg—— +c.
22 +4r+20 2 )] 2432 6 93 6 973
A
3z + 2
I 24. P _OoTTE g
pumep ewumuy uHmezpan / PR x

Pewerve. Kao 1 y npeTxoHOM TpPHUMEPY, TOJUHOM KOjU Ce HAJa3W Y WUMEHUOILY
je mepacrassbus. Ilosmmom he 6uTH 3amucan y KaHOHCKOM 00Ky o2 + 4x + 9 =
(r+2)%+5, a norom he 6utn ypesena cvena t = x+2. Onasge je v =t — 2. Jlobuja
ce caenehe:

3 2 3 2 3(t—2)+2 3t—4
/de—/de—/idt—/ dt.
22+ 4x+9 (x+2)245 245 245
Jobujenn waTerpas he 6utn pacraB/beH Ha 30Up JiBa MHTEIrpaJja KOju Cy OJ PaHuje

no3Haru. Jlobuja ce cienehe perneme:

/ 3r+2 d 3/ tdt 4/ dt
———dr = — =
2?2 +4x+9 2 +5 t2+5

3 4 t 3 4
:§-ln|t2—|—5|——-arctg——|—c:§-ln|x2—|—4x—|—9|——-arctg

V5 V5 V5

T+ 2

V5

+ c.

A

@

M Mpukasi noguHTerpanHy dyHELY —
3x + 2
24+ dr+9

flz) =

¥ Mpueasn pewerse nATermana 3
[ 34 2 3 2 1 T+ 2
f 5 dr =" In|e? + 4z + 9] —aretd ——— + (—3.4)

J ® 4+ 4x+9 2 VD Vo
-4

Cauxa 23: Anasem wa xojem je npukasdar epagur nodunmezpasne yrryuge,
KGO U PEUWEra UHMEZPAAG 30 PA3AUNUME GPEIHOCTNU KOHCMAHME C
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222 4 2x + 13
IIpumep 25. Pewumu unmeepan / (mx_ ;—)(;2_:_ 1)2dx.

Pewere. Kako je cremnen nojnHOMa y OPOjUOIly MamU OJ CTeleHa TMOJNHOMA, Y
IMEHHOIly, HeMa IOoTpede 3a Jie/herbeM OBa JBa MOJUHOMA, jep je yV IUTamby IIpaBu
pasyiomak. Pamumonanna ¢gpyukmnuja he 6utn pasioxkena Ha 36Up IIPOCTUX pa3oMaKa
Ha cjejehy HadYuH:

222 4+ 2x + 13 A Brxr+C Dx+E

T2 +1)P 1-2 2+1  @riE

VKo/uKo ce obe cTpaHe HaBejeHe jelHaKocTH ToMmHOxKe ca (r — 2)(x? + 1)? nobuja
ce caenehe:

202 420+13 = (A+B)a* +(—2B+C)2*+(2A+ B—20+D)x*+(—2B+C—2D+ E)z+(A—20—2E).
N3zjeqnavaBamem Koeduinjenara y3 ojaropapajyhe cremene u gobuja ce CHCTEM je/I-

HaunHa unja cy pemema A =1, B=—1,C = -2, D = -3, E = —4. Caza je moryhe
LHOYETHH HHTErpaJ/l pacTaBUTU Ha 30Up MHTErpaJia HPOCTUX Pa3/IOMaKa:

22% +2r + 13 dx T+ 2 3z +4
dr = — de — | ———dxz.
(x —2)(x2+1)? x—2 2+ 1 (2 +1)2

[IpBu unrTerpaJ jejiHak je:
dx
=In |z — 2|.
T —2

Jlpyru waTerpan he nmpBo OuTH 3anucaH Kao 30Up JiBa HHTEIrpaJia;

T+ 2 xdx dx 1 9
/x2+1daj:/x2+1+2/x2+1:§~ln|x + 1|+ 2 - arctgz.

Tpehu uaTerpas ce tTakohe pactaB/ba Ha JBa MHTerpaja W J00Hjajy ce MHTerpasn
MO3HATH O] PaHuje:

/3x+4d_3/ xdx +4/ dx 3 1 49 x 49 ’
@127 77 ) @21y @112 2 22+1 a2l C I

Pememe novyernor narerpaJia je oHja:

2z n
— c.
2(x2+1) 22+1

/ 222 + 20 + 13
(

1 2
PR PR I)de =Inl|z — 2|—§~ln|x + 1|—4-arctgr+

A

3.3.2 MW urerpanuja upanuoHajaanx pyHKIuja

Wpanunonatae pyHKIMje Takohe ce MOTY T0jaBUTH Kao J1e0 HouHTerpatHe pyHK-
nuje. Kopumhemwem ojirosapajyhux cmena unrerpasie uduje mnojunrerpajine QpyHk-
nuje caJprke Kopene moryhe je cBectu Ha Beh pa3sMOTpPeHHU M MMO3HATH CJAydaj WHTE-
rpamnuje panuonaanux dyuknuja. OBme he ykparko, y3 map npumepa, Outu pasmo-
TpeHa WHTerpalija HeKAX UPAMUOHATHUX (DYHKIIH)jA.
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[IpBu m HajjeTHOCTABHUjU CJAyYa] je Kaja ce MO/ KOPEHOM HaJa3e JmHeapHe
dbyHKIMje Tj. YKOJIUKO je TpayKeHu MHTerpaJ 00/mKa:

/ L lax+ B Lo+
Rlx, W ——, ..., )
~T + 0 yr + 6

rae je ca R osnmadena panmonajana GpyHKIMja CBOjUX apryMeHaTa, a My, ...,MNg CY
upupoauu 6pojesu. Heka je n =H3C(ny,...,ng). YBoau ce cmena:
o 0TS
yr + 6
Tana je
ot" — 8
a—t
dr = ¢'(t)dt,
IIa Ce HABEJEHM MHTErpaJs CBOAM Ha MHTErpaj panuoHaIHe (DYyHKIH]e.

dx

— 2z — 1

Pewerve. Tpaxkenu uHTErpas je unrerpa upamuonaine pyuxkinuje. Kao mro je
pedeno, yBoau ce cMena t = v/2x — 1 u ogarie he 6urn dr = 2t3dt. Haxon ysejene
cMeHe J1o0uja ce MHTErpaJl palnuoHaHe (DyHKIH]je:

/\/zx_1d_x\4/2x_1:/%dtzz(/(””dH/ti_tl) -

t2
=2 (5 +t+In|t— 1]>+c = +2t+2In |t — 1|+c = V22 — 14+2v22 — 14+21In|v2x — 1 — 1|+e.
A

IIpumep 26. Pewumu unmee cm/
p p D Vor —1

c=-45

¥ Mpukasu pewee uHTerpana

- =V2r — 1+ V2 — 1+ In|W2r — 1 — 1] + (—4.5)
Var — 1 — V25— 1

¥ Mpukasu rpadue pewewsa wHTerpana

Cauxa 24: Anaem wa xojem ce 3a ynemy epednocm KOHCMAHME C
npukasyje odzosapajyhe peweroe unmezpana
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Buhe pazMorpen u ciaydaj Kajia je MOTKOpeHA BeJTHYMHA MOJTUHOM JPYTOr CTe-
nena. Taga ce ysoge Ojnepose!” cmene. Hexa je par unrerpan ob/mka

/ R(z, Vaz® + bx + ¢)da. (2)

ITpBa OjnepoBa cmeHa
Y cayuajy aa je a > 0, yBoau ce cmena vax? + bx + ¢ =t + xy/a. Yko/uko ce

2
—c
b2yl Ry(t). Onasue

je dz = R/ (t)dt u uurerpan (2) ce cBoau Ha mHTErpas panuoHasHe GyHKIH]e.
dz
TH+Va2—x+1

Pewerve. Kako je 6poj KO_]I/I croju y3 o2 Behn ox myse, yBoau ce cMeHa Va2 — x + 1 =

1—¢? —2t% — 2t — 2
OIHOCHO, dr = — —————dt. [lobuja ce:

2t + 1 ’ (2t +1)2

dx 24+t+1 / /
= -2 dt = | —dt + dt =
/1‘—}—\/;52—,1;4—1 /(2t+ t+2 2t+1 t+2)

dt dt 1
—t— | —— 42 —— = —t——In]2t+ 1| +2In|t+2 .
2t+1+ ) 21a| +1|+2Injt+2|+¢

KBa/JIpupajy ode cTpaHe jeJIHAKOCTH, J100uja ce Jjia je T =

IIpumep 27. Pewumu unmezpan /

r+t. OnaBae je v =

Konauno pememe ce jobuja Kaja ce crabu ja je t = Va2 —x + 1 — x. A

Hpyra OjnepoBa cmeHa
VY cayuajy kaga je ¢ > 0, yoau ce cmena Vaz? + bx + ¢ = xt + /c. Ksaapu-
b—2t\/c
t?—a
(2) ce cBOoJM HA MHTErpaJ paruoHaaHe QyHKIH]e.
Tpeha OjaepoBa cmeHa
AKo cy 71, T5 MeljycoBGHO Pa3/IMIuTH peasiHy KOPeHH KBapaTHe jeHadunne axr’ +
bxr + ¢ = 0 onga ce cmenom vVax?+br+c = t(x — xl) uHTerpast (2) cBoau Ha
axry — t?r
— 12

pameM ce Jobuja Ja je x = = Ry(t). Onasue je dv = R,(t)dt u unrerpan

unTerpa/ pauuonasne gpyuxknuje. Tana je r = = R3(t), onmocuo, dx =
R (t)dt.
[Ipa u Tpeha OjaepoBa cMeHa Cy J0BOJbHE 3a HaJIAXKEHE OUJI0 KOT MHTErPaJIa
tuma (2).
dx
(14 22)v/1 — 22

IIpumep 28. Pewumu urnmezpan /

Pewerve. OBae ce mojaB/byje MOTKOPEHA BeJWYMHA KOja MMa JBE peajHe HyJIe.
[Ipema Tome, yBomu ce Tpeha OjiaepoBa cmena, /1 — a2 = t(x + 1). Opasze je

1—¢? p —dtdt i
T=——nar = —5———- aKOH yBeJeHEe CMEHEe JO0n]a Ce pellecHhe:
211 (2 4 1)2 yRed AP CE D

P+1, t+1
_/t‘“rldt__/( 2 2+ D) (12 tV2 + )

17 Meonapn Ojnep(nem. Leonhard Euler, 1707-1783), mBajuapcku Maremarudap u busmaap
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_ ! / S / o —\/—ia'r’ctg(t\/i—l— 1)—§arctg(t\/§ —1)+c

2) 2+tv24+1 2 2-t/2+1 2
. ) 1—=x
Konauno pereme jj00uja ce Kaja ce crabu Jia je t = Tz A
x
¥ Mpukaskn Heka pellewha HTerpana @
I:—garrtgf\1+ \/_ 11+l3)
c=3

g I v ] +
=]

>

Cauxa 25: Anaem wa xKojem ce 3a pasausume epedrocmu KOHCMAHME C
NPUKaA3yje NPOMEHG PEWEHA UHMELPANT

[TocToje caydajeBu kaga je moryhe uzbehu OjmepoBy cmeny. Heka je mat waTe-
rpaJi 0bJiMKa,

dx
/\/aa:2 +bx +c

rae je P,(x) mosunoM crenena n, OHJA Ce Taj MHTErpaj MOKE PEITUTH IPUMEHOM
dopwmy.ie

dr = Q,,— \/ax2+bx+c+/\/
/\/ax2+bx—|—c On-1(@) - \/ax2+ba:+c

rae je Qn_1(x) mosmuoM cremena n — 1, a A 6poj. YKOJIMKO Ce U3BPIIHN ONepanuja
nudepennupama Ha 00e cTpaHe HaBeleHe jeHAKOCTH MOrY ce J0OWTH KOHCTAHTE
nosimaoMa (1 () U KOHCTaHTa A.

22 +5x+1

\/x2 + 4dx —

ITpumep 29. IIpumerom nasedere Gopmyae pewsumu urmezpan

Pewerve. Tpaxkenu uHTerpas MoxKe ce pazioKuTu 10 (hopmy.in:

Ll VN R T I S
r = (Ax x T — )
Va2 4+ 4z —3 Va2 4+ 4z — 3

Hakon judepennuparma 0be crpate jejgnakoctu jgobuja ce ciejehe:

202 4 5z + 1 T+ 2 A
= A V22442 —-3+(Ax+ B + .
Va2 +4x — 3 ( ) Va2 +4x —3 Va2 +4x—3

Croljemem Ha 3ajeJHUYKN WMEHWJIAL, 100uja ce 1a je:

202 + 5x + 1= A(2® + 42 — 3) + (Az + B)(z + 2) + A,
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OJTHOCHO,

20 + 52 + 1 = 2427 + (6A+ B)x + (—=3A+ 2B + \).

NsjepnauaBamem KoeduiujeHara y3 ojropapajyhe cremnene mpoMeH/buBe x, jgobuja
ce CUCTeM:
2A =2,

6A+ B =5,
“3A+2B+A=1.

Pewteme cucrema jepnauuna je A =1, B = —1, A = 6. [lakJje, noueruu unrerpaJ ce
MOZKe 3allicaTH y OOJIUKY:

222 + 5 +1 dx
—dx:x—lx/x2+4x—3+6/ —
Va2 + 4z — 3 ( ) Ve+2)?2-7

=(x—-1DVae?4+4zx—-3+6ln|lz+2+/(z+2)?2-7+c

3.3.3 MWurerpamuja TpuroHoMeTpujckux (pyHKIHIja

Hexka je mar marerpan obmuka [ R(sinz,cosz)dz, rae je R panmonansa dbyHK-
nmuja cBojux apryMmenata. OBaj MHTerpaj MoOyKe ce CBECTH OJroBapajyhmm cmeHaMa
Ha WHTerpaJ pamuoHaj He pyHKImje.

1) Cmena t = tgg

x
Ako je tg§ =1t oHja je x = 2arctgt. Ykosmko ce judepeHnupajy obe crpane

HaBeJieHe jeJIHAKOCTH JI00Hja ce

2dt

dr = ——.
v 1+¢2

Cana je morpebHO n3pa3uTu (GyHKIHje Sin X U COS T TMPEKO t.

sinx

sinxy = —5— W
s 5 + Cos” 3

VKOIMKO ce m Gpojuiial, 1 NMeHHJIAI oJeJIe ca COS? 5 J100uja ce 1a je:

295 2t
1+tg°2  1+¢*

sinx =

Ha uctu nauwmn jpobuja ce ga je cosx jeTHAKO:

2z
1—tg*3 _ 1—152.
1+tg?5 1+t2

COST =

dx

5 —4sinx + 3cosx’

IIpumep 30. Yeoherem cmene t = tgs pewumu unmezpan /
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Pewerve. YBohemeM TparkeHe cMeHe, J1001ja ce:

/ dx / dt / dt 1 N 1 N
— — _— = —— CcC = C.
5—4sinx 4+ 3cosx 12 -4t 44 (t —2)? t—2 2 —tg3

@

c=-3 ¥ Mpukakn HeKa pelSka WHTEaNa

1 .
ol I=g—gz + (=9

Cauxa 26: Anaem wa kojem ce 3a pasausume 6pedHocmuy KOHCIMAHME C
NPUKA3YJE NPOMEHA PEULEHA UHME2DANG,

Y HeKuM ciIydajeBuMa MoCcToje MOrojIHuje cMeHe, Koje he oBjie OuTu pasMorpeHe.

2) Cmena t = tgx
Ako je R(—sinz, — cosz) = R(sinz, cos ) onjia ce unrerpai [ R(sinz, cosz)dz
CBOJIM HA WHTErpaJs panuonaane ¢gpyukmuje cmenom t = tgr. Onasme je r = arctgt,

na je de = e [Torpebno je caja uspaszutu HyHKIHUje SIN T U COS T MPEKO t.
5 cos? x 1 1
cos“x = = = .
sinfz +cos?z  1+tg?x  1+t2
Opnasre je:

Bpenoct sinx jobuja ce n3 tpuronomerpujckor muenturera sin’z + cos’z = 1.
Buhe: ;
sSiny = ——.
V142
dx
IIpumep 31. Veoherwem cmene t = tgr pewumu urmepan / — 5
sin® x cos? x
Pewerve. YBohemeM TparkeHe cMeHe g00uja ce:
dx 1+ 262+t dt 2dt
o= —dt= —+/—+/dt:
/ sin* z cos? / 4 / 4 t2
L1 2 ! +1+ t 2 ! +
=—— = —2-- c=tgr — — — —— +c.
3 3 t g tgr  3tgix
A
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3) Cmena t = sinx
Ako je R(sinx, — cosx) = —R(sinx, cos x) 1j. ako je gara panuonanna hyHKIuja
HeIlapHa 10 cos T TaJja je Hajobo/ba cMeHa t = sin x.
sin 2z + cos @

— x.
sin“z + 1

IMpumep 32. Vsoherem odzo6apajyhe cmene pewumu unmezpan /

Pewerve. Onge he mpBo 6utn npuMemena auIunona hpopMyJia 3a CHHYC JJBOCTPYKOT
yria. Jlobuja ce:

sin 2x + cos 28inx cosx + cosx
—_—dx = dx

sinx + 1 sin?x + 1
[Toguurerpanna pyHkiuja je Hemapua 1mo (pyHkmuju cos x, rna he o6utn yBejiena cMeHa,
t = sinz. Jlobuja ce ja je HOYETHH MHTEIPAJ OHJA jeTHAK:

2t+1
/ 12 _t ldt =In|t? + 1| + arctgt + ¢ = In|sin® z + 1| + arctg(sinz) + c.

[V Mpukaskn Heka peweka uHTErpana

I=In|sin?x + 1| + arctg(sina) + (1.5)

Cauxa 27: Anaem wa xojem ce 3a pasausume 6pedHocmuy KOHCIMAHME C
NPUKAIYJE NPOMEHA PEULEHA UHME2DANG,

4) Cmena t = cosx
Yromuko je R(—sinz,cosz) = —R(sinxz,cosx) 1j. ako je jgara pal@oHATHA
dyHKITja HemapHa 10 sin z, Tajaa je Haj00o/ba CMeHa ¢ = COS T.

ITpumep 33. Veoherwem odzosapajyhe cmene pewumu unmezpan /sin3m0082 xdzx.

Pewerve. Moxke ce younTu Jia je nojunrerpaJina (pyHkiuja Heliapua, 1no pyHKIUju
sinz, nma he 6utu yBejena cMmena t = cosx. /lobuja ce:

/sin3 x cos® xdr = / (1 — cos® x) cos® x sin zdx = / (t* — *)dt =

I cos®r  cosPx

5 3 7°7 ;5 3
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4 Opapehenu mHTETrpaJI

Opapehenn naTErpasI, Kao MITO je MPUKA3AHO Y UCTOPHjCKOM YBOJY, HACTAje XPO-
HOJIOIIKHK IIpe IojMa Heoapehenor maTerpasia. llojam meompehenor mnrerpasa ce
ocJIarba Ha T0jaM U3BOJIa U He Ipe/ICTaB/ha HeKI HOBU OCHOBHU I10jaM, Ma/ia oMoryhasa
oJIaKIAH paJ, ca oapeheHuM mHTerpajuMma. Beh je moMmenyTo ma cy ce aHTHIKH
HAPO/IU y CYHNITHHU KOPUCTUJIM HEKUM CIIelMjaJIHUM CJIy4dajeBuMa ojipelenor mure-
rpasa. OBae he OuTn npukaszan mpodaeM KBajaparype mapabose Kao jeJaH O 3Ha-
JajHux ApXUMeI0BUX pe3y/aTaTta y3 ynorpedy caBpeMeHWX O3HaKa. 1aj pesysarar
ce MOKe CMaTpaTH jeJHUM O] MPBUX 3HAYAJHUX pe3y/aTaTa MaTeMaTHJIKe aHaJInu3e.
[Ipu Tome he GuTn KopwuirheH mojaM JUMeca HU3a peaaHux Opojesa.

IIpo6aem kBapapaTtype mapabdoJie

Kopumnthemem mnporpavckor nakera [eol'ebpa nanpap/beHu cy WHTEpaAKTUBHH
aIJIeTH Ha KOjUMa je HIyCTPOBaH mpobJieM KBaJpaType mapadose Kopak mo KOpak.
[IpuTuckom Ha jgyrmuhe Ha BeOG CTpaHHUIM, HA AILIETy ce I0jaBJbyjy ojAroBapajyhn
caJipzKaju.

Hexa je nata napa6oaa y = 22 u npasoyraonuk ca remennma A(0,0), B(a,0), C(a, a?),
D(0,a?),a > 0. Tana napabojia jeu MpaBOyraoHWK Ha jBe (bUType 4uje ce 1o-
BpimuHe ojHoce Kao 1:2. Ha caunum 28. npukaszana je mapadojia u JaTH IIPaBO-
YTaOHUK, Ka0 W HBUXOBe moBpmuue. [IpuTnckoMm ma myrme , Kiam3ada’ Ha amjaeTy
NPUKA3aHOM HA CJUNM 28. T0J7a3U 0 MpOMeHe JTYXKWHe CTPAHUIE G, & CAMUM THM
U JI0 IPOMEHE HOBPIINHE PABOYTIAaOHUKA U HipadupaHor jeja Ucioji napadoJie.

2

Heka je gara 4 = W NpaBOyracHUK ca TeMeHuMa (0, 0},(&, 0},(&,&3),@

(0,a%). E:z:- 0. Taga napaBona genn npasoyracHuk Ha ABe turype unje ce noepwnHe ogHoce kao 1 : 2. Mospwuna
v

P=g-a*=d°

Heka jurypa orpaHuueHa cTpaHuuama " npaBoyraoHuka u o8 A po C' napafone uma

1 1
NOBPLUMHY . Tpefa pokasam ga je S: (P—5) =1:2, ognocho, § = 3 F= 3 @ MpomeHom BspegHoCTI

KNM3a4a | fonasn 40 NpoMeHe KOOpAWHATa Tadyaka u ogroeapajyfinx noBpLUMHa.

@

Cauxa 28: HUnmepaxmueru aniem wa Kojem je npuka3ana
nOBPULUHAG HABeIeHUT puzypa
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[ToBpmuHa MpaBOyTraoHUKA jeTHaKa je

P=a-d*=d
Hexka je S mospmmmaa mpadupane durype, orpanndere crpanunama AB u BC mnpa-
BOYTAOHUKA U J1e10M J1yKa mapabose og A 1o C. Tpeba nokazaru ga je S : (P—S) =
1: 2, ognocHo,

1 1
S==-P==d
3 3
Heka je n npupoman 6poj. Opcevak [0,a] oce Oz 6uhe noge/ben Ha n jenHa-
a a a a
KUX OJCevaKa; [0, —] , [—, 2—} R [(n — 1)—,@]; CBaKM O] OBUX OJCedaKa MMa
n n n n

a .
nyxuHy —. Haj cBakuM of oBUX ojcedaka MOTpeOHO je KOHCTPYUCATH JBa MPaBO-
n

yraoHUKa: ,,0IUCAaHH’ , Yhje JIECHO TOpIbe TeMe MpHIlajia mapadoud, U ,,yIuCaHu
qHije JIEBO TOPHEe TeMe TMPHUMaaa napabdo.im.

Ha ciumum 29. u comnu 30. npukasaHu Cy aljieTu ca ONUCAHUM, OJITHOCHO yIIHCA-
HUM, [IPABOYTAOHUIIUMA, a MPUTUCKOM Ha jyrme ,,IIpomenn 6poj mojgeonnx radaxa’
JI0JIa37 UCTOBPEMEHO U JI0 pOMeHe Opoja MpaBOyTraoHUKaA.

=]

@

B - B
K o 1 2 3 a 5

SE K o S 2 3 4 5 SE]
[ MpomMenn 6poj NogeoHux Tavaka ] [ 3ayeTaBm aHUMaLMy ] [ MoueTHu annet ] [ NpomMeHu Bpoj NoAgoHMX Tayaka ] [ 3aycTaBm aHuMaumjy ] [ MoyeTHu annet ]
Cauxa 29: Onucaru npasoy2aoHuuY Cauxa 30: Ynucanu npasoyzaoruyu
. a\? a2 an 2
Bucune onncanux npaBoyraoHmuka, jeJHaKe CY, PeIOM: (ﬁ) , (2;) ey ((n — 1)ﬁ> ,
a\? . a/aN? a /. a\? a a\?
n— | , macy u BUXOBe MOBpINUHE jenHake, pegom: — | —) ,—(2—) ,---,—((n—1)—) ,
n n\n/ n\n n n

a/ a\?2 ) .
— <n—> . Onatie ciean na je 36up Po moBpInHA OMUCAHUX MPABOYTAOHUKA, jeTHAK
n\n

aN3 o 2 2 2
Poz(ﬁ) (1P 42"+ +(n—-1)"4+n") =

<a>3n(n—|—1)(2n+1) 3 2 +3n+1 o & P
= (= s — = .
6 6n? 3 2n  6n?

n

[ToBpinHA CBAKOI O YIHCAHUX IIPABOYTAOHHUKA jeTHAKA je pa3JIMIM MOBPIINHA O
roBapajyher omnmcanor nmpaBoyraoHuka u ,,J10/IaTOr” IIPABOYTAOHUKA.

38



@

™ Mpukadkn ynucane npasoyracHuee
3 ™ Mpukaskn onucaHe NpaeoyraoHuke
¥ Mpukaky A0A3TE" NPaBOYTA0HMES
2]
TOKPEHH AHUMALM]Y

Cauxa 31: /lodamu npasoyzaonuyu

. a .
CBakn o J0JaTHX MPaBOYTaOHUKA MMa jeJHY OJ CTPaHHIA JIyKUHE —, JTOK je
n

30up My:KHHA IAXOBHX JPYTHX CTpaHmmna jeanak a’. Ilpmrmckom Ha myrme ,,Ilo-
KpeHU aHUMAaIujy’ Ha aIieTy HPpUKA3aHOM Ha CJUIH 31. J0JaTH NPaBOYTAOHHUIIN Ce

,,CJIAKY” y jellaH BeJIMKHM MPABOYTAOHWK YHje Cy CTPAHUIE JIyKUHEe o a®. 36or

. . a o a .
Tora je 30up Pp moBpimHA J0JATHX MPaBOyraoHuWka jegHak — -a”- = —. Onpga je
n n

30up Py noBpiinHa yIMCAHUX MPABOYTAOHUKA jejHakK pazjaunu Po — Pp, ojHOCHO

a®  a? a? a o b a’

p=sy e, ¢ ¢ 4 4,4
s T s B T ey con

OuurseiHo je

Py < S < Py,
JIaKJIe
a®  a® a? a®  ad a?
= <S< 5+ =+,
3 2n  6n? 3 2 6n2
300r Jera je
a’ a® ad  a? a®
e <SS < —
2n  6n2 3 2n  6n2

3 3 3 3
a a a a
lm | —+—] =0 lim ( —+-— ] =0
n—00 ( o+ 6n2) ’ n—00 <2n + 6n2> ’
MOZKe €€ 3aK/by4uTH Jia je S = ER mITo je u TpedaJsio JIoKa3aTu.
Cana kaja je mo3nara moOBpIIHHY S TpayKkene ¢urype moryhe je moBesatn mpo-
OJieM KBaJIpaType mapaboJie ca mojMoM npuMuTubBHe dyHkKiuje. Heka je mara ma-

pabona y = x2. Buhe nalena nospmuna S(t) dburype y paBHu Koja je orpanmueHa
ocom Oz, npaBom = = t,t > 0 u jesom Jjyka mapaboste 3a 0 < x < t.
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h (ta+ h)*

2 -1 o 1 2 3

o Tt 2gent

Cauxa 32: Tpascena nospuuna Cauxa 33: Kpusosunujcxu mpanes xada je h > 0

®ynkuuja S(t) je nedpunucana 3a csaxo t > 0 u Heka je To oapeljenn no3uTuBan
6poj. Buhe uspauynara pasmuxa S(tg + h) — S(tg). Axo je h > 0, To je moBpmnua
KPUBOJIMHUJCKOT Tpare3a npukaszanor Ha caunnu 33. Oua je Beha ox oxrosapajyher
YIICAHOT IPABOYTAOHUKA M Makba OJ1 IIOBPIIMHE OAroBapajylier ommcanor npasoyra-
onuka. lake,

to-h < S(to+h) — S(ty) < (to+h)* - h, (3)
OJIHOCHO,
S(to +h) = S(to)
h

Akoje h < 0,ato+h > 0, raga he S(ty) —S(to+h) Gurn nHOBPHIMHA KPUBOJIMHU]CKOD
Tparie3a MpuKa3aHor Ha cjauiy 34.

1 (to+ h)*

2 1 o

Yty h Pl

Cauxa 34: Kpusosunujcxu mpanes xada je h < 0
[Tospinna he onja 6utn nzmeby:
(to+h)*-h < S(ty) — S(to+h) < t2-h,
OJIHOCHO, TIOIITO je h < 0:
(to+h)*-h > S(to+h) — S(te) > t5 - h.
Jlakne, Baxuhe:

(to +h)? < <t (4)

S(to +h) — S(to)
h

3 dbopmyna (3) u (4) crenn ga nocroju

lim S(to+ h) — S(to)
h—0 h
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u ja je on jenmax t2. ®ymknumja S(t) he umaru y cakoj Tauku to uzson S'(ty) =
t%, mro sHaun ga je S(t) npumurusHa dynxumja 3a Gynxumujy t2. Ogasge je

1
S(t) = §t3 + ¢, t > 0. Kako je S(0) =0, nobuja ce ga je u ¢ = 0, na je
1 g
S(t) = 5t*.t 2 0.

1
Ba t = a, oBo je hopmysa S = ga?’, JI00ujeHa MPUINKOM pelaBamba mpodbieMa KBa-

Jnparype mapabosie ApPXuMeI0BOM METOIOM.

4.1 MoruBaruja 3a yBohemwe ojpeheHor mHTErpasa

Nako ce mojam oapeljeHor mHTerpaa ocama Ha MOjaM HU3BOJA, OH UCTOPHUjCKH
Hactaje npe mera. [lojesunu npobiiemu u3 usuke u reomerpuje Boje JO MOjMa
onpehenor materpasna. Oge he 6utu pasmorpen npobsem mospmuae. [loTpebno
je npBo aedunucatu GUIypy Koja ce 30Be KPUBOJUHHjCKU Tpame3. KpuposmHuj-
CKHU Tpalie3 je ¢purypa y paBHH KOja je OrpaHHYeHa ca TPU JAYXKH U jeTHUM JIYKOM
HEIpeKHIHe KPHUBe, IPH UeMy Cy JBe OJ THX IY:KH TapajenHe, a Tpeha Ha mux
HOpMAaJIHA U IIpaBe Koje Cy MapaJie/iHe UMajy ca JIYKOM KpHBe HajBUIIE jeJHY 3aje/l-
HUYKY TadKy. ¥ CHENHMjAJTHOM CJIy4Yajy jejHa wuanm obe oJi mapasiesIHuX JIyzKH MOZKe
Jla ce CBeJe Ha jeJHYy TadKy M Taja ce ao0uja KpHBOIMHHUjCKH Tpoyrao. llojemune
durype y paBum O6uhe moryhe pas3oKuTH HA HEKOJHKO KPUBOJUHHJCKUX Tpales3a
WA TPOYIJIOBA, aiu mocTojahe m oHe Koje Huje Moryhe pas/o:KUTH HA OBaj HAUYUH.
Vkosinko je urypy F' moryhe pasioxkuru Ha jase dpurype Fi u Fr u ako e dpurype
umajy nospiiune P(Fy) u P(Fy), onja he nospmuua durype F 6urn

P(F) = P(F)) + P(F).

Heka je y paBuu jJaT KpuBOJIMHUjCKH Tpare3 F'.

Heka je y Toj paBHu mar koopauaartau cucreM x(Oy Tako Ja CTPAHHUIA TOT Tpa-
1e3a Koja ce HaJjla3u HaClpaM HeroBe KpUBOJMHUjCKe cTpaHuiie npunajia ocu Ox.
Tpamnes ce nanasu ,m3uan’ oce Ox. Heka je y = f(x),x € [a,b], byukumja unju
je rpadmk KpWBOJMHU]CKA CTPAHWIIA Tpale3a, Ipu deMy cy a u b ammuce KpajesBa
cTpanure Tpamesa kKoja npunaaa ocu Ox.

Heka cy xo, 1, ...,T,_1, T, anmuce Tadaka Ha ocu Ox, Takse 1a je

Aa=Tg <11 < < Xp1 <xy=>0.

Tum TaukaMa je mojie/beH ojcedax [a,b] va cuaemelie momosceuke

[xo, 1‘1], [$1,1U2]7 S [$n717$n],
na ce ypehena (n + 1)-ropka (xg,1,...,%,_1,T,) 30Be TMOJeIA OjiceUKa [a,b] u TO
ce 3anucyje kao P = {xg,T1,..., 21, %n}.
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a b E

Cauxa 35: Kpusosunujcku mpanes ca nooesom

Heka je oj TuX mojojcedaka m3abpaH MPOU3BObAH, [r;_1,7;|, U HeKa je & mpou-
3BOJ/bHA TA4YKa TOT MOJ0/AcedKa. buhe KoHCTpyHcaH MpaBOYTraoHUK UHja je OCHOBA
oncevax [z;_1,x;], a pucuna f(&;). Ha comnm 36. npukasan je MHTEPAKTUBHE aILier
Ha KOjeM ce MPUTUCKOM Ha Jyrmuhe nojas/byjy ojrosapajyhu cajip:Kaju omnucanu y
HaBe/IeHO] KOHCTPYKITH]H.

Heka je oa Tux nogojcevaka waabpad npowasorsad, [vs—1,@;. W Heka je & | NpouaBorbHa Tauyka | Tor
nosoAceuka. BuMe KOHCTPYWCaH | NPABOYraOHMK | unja je 0CHOEA Ofcevak [wi—1.@; . a | BucuHa | f(£;).

] )

y= flx) =]

1 (&)

Cauxa 36: IIpasoyzaonuk nad odceurom

[TopuinHa OBOI' IpaBOYraOHKMKA je/IHAKA, je

Py = f(&)(wi — zio1).

AKo ce 0BaKBa KOHCTPYKIHja U3BPIIH HAJL CBAKAM OJICEUKOM [x; 1, 2;],1 = 1,2, ... n,
nobuja ce ¢purypa S Umja je HOBPIIMHA jeTHAKA

P(S) = Zf(&)(ffi — Ti1).

Ba marn oncevak [a,b] m nary dynknujy f(z) obauk durype S 3asuculie ox
nogene P = {xg,x1,...,Tp_1,%,} Onceuka m usbopa tauaka & € [rv; 1, 14,1 =
1,2,...,n. Heka je oBaj n3bop rtauaka osuauen ca & = {&1,&s, ..., }. AKo cy oBu
oxceunu cutau, durypa S ce Helie MHOro pasaMKOBATH O] KPUBOJUHUJCKOI TpaIe3a
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F.
Heka je Ax; = x; —x; 1,1 =1,2,...,n. Onga ckyu

{Axy, Axy, ..., Az, }

1pe/ICTaB/ba KOHAYAH CKYII HO3UTUBHUX PeajiHuX OpojeBa, 11a OH Ca/[PXKu CBOj HajBehn
eJIeMeHT

d = d(P) =max {Axy, Axs, ..., Ax,}.

AKko je d 10BOJBPHO MaJjIu MO3UTHBAH OPOj, IOIEONH Cy CUTHH, a mojena P je | duna’.
AKko ce 0poj d cmamyje yBohemeM HOBHX IOJEOHHX TadaKa, MO0l Ce Jajhe YCHT-
1aBajy 1 mojena mocraje cse hunuja. [Ipum Tome he ce modujena cremenacrta purypa
KOja TAKO HACTaje CBe Malhe Pa3/IMKOBATH OJ] KPUBOJUHMI]CKOT Tpale3a.

Ha amutery npukazanom Ha caumu 37. IPUTUCKOM Ha JIyTMe ,,yCUTHaBajy~ Koje
ce HAJIA3W Y TEKCTY, TOUNbe J1a ce morehaBa OpOj MOMEOHNX TadaKa, Ka0 U KOHCTPY-
HCAHUX MPABOYTaOHWKA M HA Taj HAUMH ce Jo0ujeHa purypa cBe BUIIE MIPUOIHKABA
KPUBOJMHUJCKOM Tpamesy.

Ako je d poBoreHo Manw noawtnead Bpoj, nogeouw cy cutHw, a nogena P je dwwa. Ako ce Bpoj d cmaryje yeofjersem
HOBWX NOAEOHWX Tayaka, Nojeouw ce Aarke | ycuThaeajy | W nogena noctaje cee gwHuja. Mpw tome he cTeneHacta
{PuUrypa Koja Tako HAcTaje CEe Matkbe PasnMKOBaTW 0 KPUBONWHW]CKOT Tpaneaa.

—t ! = =
=T | I I L
- l ! l l l \
[ [ | ' [ [
|3ty /T | [ | ! ! [ "
| | [ [ | ' [ [
[ [ I ' [ : [ [
| | [ [ [ : [ [
I I I I I
1, : Pl I [ R "t
| | | I | I | I
| | [ [ I ' [ [
I I I I I | I I
Jo | [ [ [ ! [ [
1 | | | | | | | |
| | [ [ I ' [ [
| | | | | | | |
| | [ [ I ' [ [
0gty . ! ! . . . | 4B . .
[:’ ) 1 a3 4 & &
[ 3aycTaem aHMMaLmMjy ] [ MNoyeTHW anneT l

Cauxa 37: Ansem ma Kojem je npukra3amna cmenenacma duzypa
Y3 noseharve 6POJa NPABOY2GOHUKA

Hedbuaumuja 3. Pearar 6poj S je noepuwura kpusosurujckoz mpanesa I axo 3a
cearo € > 0 nocmoju § > 0, makeo da je 3a cee nodeae P 3a xoje je d(P) < 0 u 3a
ceaku uzbop mavaka § = {&1, &, ..., &n} y 0d206apajyhum nododcenyuma ucnyrero

Z f(&) (@ —ximy) = 5| <,

00HOCHO,

P(F)=5= }zii%zf(@ (i — @)
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Y kwu3u [5| ce MOry morjesaTd pasMaTpama JIPYruX MpobJeMa KOju BOje J0
nojmMa ojipeheHor mHrTerpasia. YKOJUKO ce pe3yjraru JOOUjeHH pelaBambeM THX
pobJieMa yrope/ie, youapa ce aHaJI0Iruja U3 Koje ce MOzKe 3aKJ/by4HuTH ja J0o0ujeHe
dopmysie TOBOpe O UCTOM allCTPAKTHOM IOjMy, 0e3 003upa Ha (DU3HYKY U Teome-
TPUJCKY UHTEPIPETAIA]Y.

4.2 Jledbumaunuja ojgpeheHor mHTErpasia

Heka je mar cerment [a,b] C R. Konawan ckyn radaka P = {zg, 21, ..., } Takas
Jajea=xy<x; <...<zx,=>bHazusa ce moJea0M cermMmenTa [a,b]. Ako 3a ckym
Pla, b] cBux moziesta cermenta [a, b] Bazku P’ C P ouya je nogena P dunuja oz nogene
P'. Ca Ax; = x; — x;_, Ouhe o3nauena ayKUHa HOJEOHOI CerMeHTa. llapamerap

nogesie P 6uhe A(P) = max Ax;. Ha csakom cermenry [z;_ 1,2, = 1,...,n, je
<i<n
u3abpana tadka &. Ckyn cBux u3abpannx tauaka o3uaded je ca & = {&1,&2,...,&,}-

Ha oBaj nauun j06uja ce nojena ca ucrakayrum raukama (P, &) cermenta [a, b].

Hedbunnumja 4. Heka je [ : [a,b] — R u nexa je (P, €) nodeaa ca ucmarnymum
maukama ceemenma [a,bl. 36up

o(f, P.&) =Y f&)Ax

Ha3U6a ce UHmMe2pasrom cymom dynrkyuje f 3a damy nodeay (P, E).

Hagejiena jiepununmja, Kao u yBOJL y by, HHTEPDAKTHBHO CY ITPUKA3aHU Y CKJIOILY
HaBejiene BeO crpanurie. [Ipuruckom Ha ojxrosapajyhe jiyrme jo/1a3u 10 TeOMeTPH]-
CKOT' MpHUKa3a HaBeJeHUX MOjMOBA, a CJIWKA aljeTa, Kao u Jeja BeO CTpaHuIle rjie
ce HaJIa3e oJIroBapajyhu 1yrmMuhu moBe3aHu ca arieToM MOTY ce BUJETH Ha CJIun 38.

Hexa je nmar | cerment | [2,6) C B. Konswan ckyn tavaka P = {xp,r),...,T,] Takae pa je
a=mxg < x) < ... <, =b Hamea ce cermena [a, b Axo 3a ckyn Ple,b] ceux nogena cermenta

[, saxn P’ C P oupa je nopena P dwnuja oa nogene P’ Ca Ax; = a; — x;_y Buhe oaaueHa gykiHa nogeaHor
cermenta. Mapamerap nogene P Buhe A(P) = f?-aéx Aw;. Ha ceakom cermenty [aq,2i-1 i =1,2,....,n je
Ziznm

nzacpana Tauka | £;. Ckyn ceux naabpanix Tauaka osnaued je ca £ = {£,,£,,... £, }. Ha osaj vauun gobuja ce
nogena ca | mctakHyTuM Taqkama | (P, £) cermenta [a,b .

Hedbmnuumja 4. Hexa je f : [a,b] — Ik v vexa je (P,£) nodena ca uemakHymum maykama ceevenma [a, b, 36up

o, PE) =3 FE)An
i=1

Haausa ce pyrruuje f 3a damy nodeny (P.£)

P TS
| |
N
BN
R
R
RN
BN
R
R
RN
BN
R
L]

A

h

h

(14

Cauxa 38: /ledpunuyuja odpehernoe unmezpana
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Hedbuaunmja 5. 3a 6poj I ce kasce da je aumec (epanuvna epednocm) urnmezpai-
nux cyma o(f, P,§) dynruuje f: [a,b] — R xad A(P) — 0 u nuwe ce
lim o(f,P¢) =1,

MP)—0

ako 3a cearo € > 0 nocmoju 6 > 0, mako da 3a ceary Nodeiy ca UCTNAKHYMUM
maukama (P, &) € Pla,b] eascu nejednarocm

’0-<f7P7€)_I| <g,
kad je \(P) < 6.

Axko lim o(f, P,§) nocroju u xonauan je, oujga ce Kaxke ja je dynkuuja f

A(P)—0
unrerpabunna y Pumanosom cmuciay ma cermenty |a,b]. Bpoj I = (li)m o(f, P,¢§)
A(P)—0
nasusa ce Pumanosum unrerpajiom dbyuxknuje f Ha cermenty |a,b| u nume ce
b
I= / f(z)dx.
a

Bpoj a npeacrabpa moBmy rpaHUILy nHTErpasa, 0poj b npejacraB/ba TOPIY rpa-
HUILYy nHTerpaja, QyHKiuja [ Ha3uBa ce MIOAUHTETPATHOM (DYHKIIUJOM, & U3pa3
f(x)dxr noguaTErpaTHUM U3PaA3OM.

Ckyn cBux (byHKIHja HHTErpAOUIHIX Yy PUMAHOBOM CMHCJIy HA CerMeHty |a, b
o3HauaBa ce ca R|a, b u Takse dyHKIHUje ce HA3MBAjY HHTErpabUIHUM (DYHKIHjaMa.

Ha caumm 39. unpukaszan je amjer Ha KOjeM ce, HPUTHCKOM Ha JIyrMe Ha KOMe
nuie ,,ycuTmana’ , nosehasa Opoj MOJEOHUX TadyakKa, CMaibyje Ce MOJEOHU CErMEHT
U KpeupaHu MPABOYTAOHWUIIM C€ CBE BUIIE MPHUO/INKABA]y KPUBOJUHUJCKOM Tparesy

Koju rpaan ¢yHKuja f.
[akne, wro ce euwe noeehaea bpoj nogecHux Tavaka, To Ce napaMeTap Nofene cBe BAWE cMareyje. Ha Taj HauwH ce

nofena cermeHTa [a, b CBe BULWe | YCWTHEBa |, @ MHTErpanHa cyma ce npubninkasa BpeAHOCT MHTerpana dyHkumje f
Ha cermenty [a,b .

=

’ 3aycTaBn aHuMaum)y ] [ [NoyeTHW anneTt ]

Cauxa 39: Ansem wna xojem je npukadano noseharve bpoja nodeonuxr mauaxa
u npubsudcasarve huzype Kojy 2pade NPasoY2aOHUUY KPUBOAUHUICKOM MPanesy
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Cras 4. [lompeban ycaos da Pynxyuja f 6yde unmezpaburna wa cezmenmy |a, b
jecme da pynruyuja f 6yde oepanuuena wa cezmenmy [a,bl.

N3 craBa 4. ce 3ak/byuyje jAa u3 PuMan uHTerpabuIHOCTH CJIe/In OTPAHUYEHOCT,
JIOK OOPHYTO He MOpa JIa BazKH.

Zloxas. Tepheme ce nHernpa. Heka je dpyHkimja Heorpanuvena, ajan 1 Puman unre-
rpabuina. [lomTo je pynknuja Puman maTerpabuina BazKu:

lim o(f,P,¢) = 1.

A(P)—0
3a cBako € > 0 moctoju 0 > () TaKO /1a BayKu:
‘O’(f,P7€) - [’ < €>V)‘(P) < 0.

Heka je uzabpana jeana nojena P 3a xojy he oo ja Baxku. [lomTo je jmara mper-
OoCTaBKa Ja (pyHKIHja HEUje orpaHUYeHa, MOCTOJU je/laH MOJEOHH CeIMEHT Ha KOMe
f Huje orpannyena u nocroju Arj TakBO Ja TO BaxKku. VIHTerpajsiHa cyma je orpa-
HHUYECHA:

I—e<o(f,P& <I+e.

TaKolje, HNHTerpaJina cyMa ce MOzKe 3alluCaTu U Kao
i=1

Koja roz Bpegnoct na ce y3me 3a &, f (&) he ce npubauzkurn GeckoHauHoCTH. 3aTO
f(&)Axy Moxke 6GUTH TPOU3BOJHHO BEJIMKO (MaJo), MITO 3HAYM Ja ra je Hemoryhe
orpannuntu ca [ + ¢ uwian I — €. Ilomro je nemoryhe ja 30up orpanuvene BeJndrHe
1 HeOTpaHWYeHe OyIe orpaHndeH, Kao IITO je MPeTHOCTaB/beHO Ha MOYeTKY 3a1aTKa,
JToJIa3’ 10 KOHTpaJukKmuje. TuMe je moKa3aHO Ja MOJa3Ha MMPETIOCTaBKA HUje TaTHa
Tj. Ja cBaka Puman mHTerpabmiHa GpyHKIHja MOpa OUTH OrpaHUYeHa. 0

IMpumep 34. Ha npumepy Hupuzrireose dynruyuje buhe npuraszaro da axo je dymk-
yuja ozparuvena we mopa bumu Puman unmezpabunna.

Pewerve. Hexa je nara Inpuxieosa pynknuja va cermenry [a, b):

1, z€Q
X(x):{()? JI%Q

OBa ¢dyunkmuja nma Tpekua y cBakoj Tauku. Heka je mata mpeTmocTaBka jia je oHA
Puman nnrerpadbmnna. Taga he uaTerpasna cyma y Taukama Koje HpUIAIajy CKYIy
n

panmonasuux 6pojesa ourn o(f, P,§) = Z 1-Az; =b—a, ay Taukama Koje HUCY
i=1

n

panuonaaau 6pojeu he ouru o(f, P, &) = Z 0-Az; =0. Onapae ciaeau ma JUMeC
i=1

oBe cyme He mocToju na Jupuxieosa dbyHKIMja HUje WHTerpabmwiHa Ha [a, b)]. A
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Y Be3u ca mHTerpasnoMm cymom croje lapbyose cyme. Hexka je dyukmmja f
jgedbuHuCaHA 1 OrpaHuveHa Ha cermenty [a, bl u neka je P = {xg, z1,...,x,} nogena
tor cermenTta. Heka cy m;, omaocno, m u M;, ognocno, M:

m; = inf  f(z),m= inf f(x);
TE[wi—1,25] z€[a,b]

M; = sup f(z),M = sup f().

TE[Ti—1,14] z€la,b]

Cyma s = s(f, P) Z m;Az; Hasusa ce jomoM lapoyosom cymom, a S = S(f, P) Z M;Ax;
=1
ropwom TapGyosom cymom dyukiuje f Ha cermenty |a, bl.

CraB 5. Axo je dpynxuyuja [ ozpanunena na cezmenmy [a,b] mada 3a urnmezpainy
u lapbyose cyme eastcu:

1. m(b_a> SS(f,P) Sa(f,P,é) SS(f,P) SM(b_a):'
¢ mfo(f, P.¢) =8(f,P),Slgp0(f,P,€) =S(f.P).

oka3 oBor craBa Mmoxe ce Bujern y kibusn [1]. Kako cy lapbyose cyme orpanu-
deHe, Baxkuhe ja nocroje konaunu sup s(f, P) u iI;f S(f, P). Homwa JlapbyoBa cyma
P

je orpanmuena ono3ro ca M;, ma mMa cBOj cympeMyM, a ropma JlapbyoBa cyma je

orpaHuY€eHa 0/103/10 11a uma cBoj undpumym. Heka je

l:sups(f,P)
P

nomu lapOyoB unrerpas, a B
1= iI;f S(f,P)

ropsu JlapOyos unrerpan dyukiuje [ Ha cermenty [a,b]. Cana he 6uru nHapegena
lapOyoBa Teopema u jejiHa HbeHa 1O0CJe/IMIa Koja TBPJIY Jla Cy T'Opibu u Jokbu Jlap-
OyoB WHTErpaJi yjeJano u Jiumecu ojrosapajyhux cyma.

Teopema 6. 3a ozpanuneny dynruujy [ na ceemenmy [a,b] eascu

I= lim s(f,P),I= lim S(f,P).

A(P)—0 A(P)—0
IMocaenutia 7. Baowce caedeha dea mepherva:

1. Oezpanuvena pynryuja na cezmenmy je uHmMe2pabusHG GKO U CaGMO AKO JOj Ce
dorou u 20prou Jlapbyos urmezpan nokaanajy.

2. Oepanuuena gynryuja f je unmeepabuana na ceemenmy |a,b| axo u camo axo
3a ceako € > 0 nocmoju nodeaa P moz ceamenma maxea da je S(f, P) —

s(f,P) <e.
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4.3 WHTerpabuiHOCT

Y oBowm jiesty 6uhe nHaBejsiena popmysianuja U reoOMeTpPHUjCKa UHTEPIpeTaIuja, mo-
jeIMHUX TeopeMa Be3aHUX 3a ojpeheHn WHTErpaJi u 1mojaM WHTErpabuJIHOCTH.

Teopema 8. Csaxa nenpexudna dynryuja na ceemenmy |a,b] je Puman unmezpa-
OUAHG HA MOM Ce2MEHMY.

Jloka3 oBe TeopeMe MOKe ce BuIeTH y Kibusu [1].
CraB 6. Csaxa monomona dynkyuja na ceemenmy je Pumar unmezpabuina.

Jlokas. Heka je dyuknuja f pacryha ma cermenry [a,b] u f # const.

8@ — — —
@I————

S e— - —

L

Cauxa 40: Pacmyha dynrxuyuja ca jednum nodeonum cezmermom

3a maro € > 0 meka je P mozena cermenta [a, b] Tako na je A(P) <5,5:;.
b) —
Tama e f(b) = f(a)
M P =S A« NS M) —
S(f.P) = s(f.P) ;<Mz AT < F s ;(Mz /)
3
0J

Teopema 9. Hexka je dynkyuja f oeparnuuena u nenpexudna wa cezmenmy |a, b,
cemM Y KOHauHo MH020 mauaka npexuda. Tada je f unmezpabuana na [a,b].

Jloka3z oBe Teopeme MoOe ce BuIeTH y Kibusu [1].

4.4 CgojcTBa ojipeheHOT MHTErpasa
4.4.1 JIuHeapHOCT MHTeErpaJsa

Teopema 10. Hexa cy dynruuje f,g € Rla,b] u o € R. Tada je f + g € Rla,b] u
af € Rla,b]. pu mome sasce jednarocmu

o[ U@ =g = [ [

2. /abaf(:l:)dx = Oz/ab f(x)dx.
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b
Jlokas. MHTerpamna cymMa WHTErpaia / [f(z) £ g(x)]dx 6uhe 3anucana y obauky:
a

n

o(f£9,P.) =Y [f(&) Fg(&))Azi =Y [(&)Azi £ g(&)Aw: =

i=1
= o'(f7P,f) :]20'(97P7§>‘

b
K ] li P& = d
woje Jim o£.P.6)= [ fla)ds

lim o
A(P)—0

b
(g, P &) = / g(x)dx, nocrojahe n

b
A(]lDi)m Oa(fig,P, £) —/ [f(z) £ g(x)]dr na he Baxkuru npsa jennakoct. Heka
- a

b b
je MHTerpajiHa CymMa MHTerpaja / af(x)dx = a/ f(z)dz 3amucana y caemehem
00JTUKY: ‘ ‘

n

olaf, P& => af(&)Az =a Z f&)Ax; = ao(f, P,€).

i=1
b
[Tpenackom Ha jmmec kaja A(P) — 0 Buau ce ja noCToju uHTErpaJl / af(z)dr n
a

Jla, BaXKu JIpyra jeJIHaKOCT. 0J

IMocaemuua 11. Axo cy f,g € Rla,b] u o, peasnu 6pojesu, onda af + Bg €
Rla,b]. pu mome sasrcu jednakocm:

b b b
[ @+ sg@lds =a [ fado+5 [ gla)d.
Teopema 12. Hexa cy f,g € Rla,b]. Tada sasce caedehia mepherva:
1. fg € Rla,b];
2. |fl € Rla,b];
3. % € Rla,b] y3 yeaos |f(x)] > a >0 3a x € [a,b];

4. [ € Rla, 5] axo [, 5] C [a,b].

Jloka3 oBe Teopeme Moxe ce Bujern y [1].

4.4.2 AAUTHBHOCT MHTErpaJja

Cras 7. Axo je dynrxuuja [ € Rla,c] ua <b < c onda je f € Rla,bl, f € R[b,c| u
npu MoMe 6aiHcl JedHaKocm

/acf(a:)dx = /abf(x)da: + /bcf(x)dzz:.
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Joka3 HaBejiene Teopeme Moxke ce Bujetn y [1]. Mmajyhu y Bupy reomerpujcky
uHrepuperainujy ojpeheHor unrerpaJia mo3urusHe yHKIUje KAO HOBPIIUHE KPUBO-
JIMHUjCKOT' Tparne3a, opje he 6uTu HaBe/leHAa W reOMeTPHUjCKa MHTEpIpeTaluja jgaTe
teopeme. [Ipukazana je ciamka amnjera Ha KojeM, Kao W paHHje, MPUTHUCKOM Ha OJI-
ropapajyhe gayrmumhe, po/1a3u 10 Kpeupama CJIHKE KOja IIPeIcTaB/ba FeOMETPHjCKY
NHTePIPEeTAIN]y HaBeJeHe TeopeMe.

Heka je pata | cpymkumja | fa) wa untepeany | [a.¢] |u Heka nocTojn Tauka @ la, €. Tapa he | noepuwHa
KPMBONWHUJCKOr TPane3a Ha WHTepBany [11_ L_ wmof ga ce 3anuwe kao 3bup ABe noBpwwHe -
KPUBOMMHM[CKOT Tpanesa Ha wHTepeany |e,b v | NoBpwwHe | kpuBonWHujckor Tpanesa Ha wTepeany [b, ¢ . Wwajyhm y

BUAY reoMeTpujcky WHTepnpeTaumjy ofpefeHor WKTErpana noauTuaKe PyHKUMje K30 NOBPLUMHE KPUSOMWHUMICKOr Tpanesa,

BaNM 43 je dyHKumje Ha uHTepBany [a,c jepHak | 36upy MHTerpana | dyHkunje Ha uktepeanmma [a, b n

[b.c.

=

y= f(z)

E/‘\_/

a b c

1 € b s
/” S(zx)de = flx)de + { flz)dx

Cauxa 41: T'eomempujcka unmepnpemauuja meopeme o aoumueHOCMU UHME2PANG

[Ipwnukom jneduHuCcama HHTErpaJa / f(z)dz Bazxkuna je mpermoctaBka Ja je

a < b. Crneneha medpwnunuja he omoryhutu paj ca wmHTErpaamMa dmja je TOPmHaA
rpanuiia Beha uin jegHaka ca J0mBOM.

Hedbunnmuja 6. 1. Axo je pynruyuja f depunucana y mauku a, onda je / f(z)dz = 0.
a

2. Axo je a < b u unmezpan / f(z)dz nocmoju, onda je

/ba o)z = — /abf(x)dm

CraB 8. Heka mauke a,b,c € R npedcmasnmajy kpajese mpujy ceemenama. Axo je
Pynrxuyuja f unmezpabusna mwa wajeehem 00 mur cezmenama, oHoa je oHa UHME2Pa-
buana v Ha ocmana dea. Ilpu mome astcu jednarocm:

/acf(m)dx _ /abf(x)da; + /bcf(x iz

Zloxa3z. Tepheme o naTerpaduaIHOCTH QYHKIIK]E CJIeIU U3 MTOCIe/Hhe CTaBKe TeopeMe
12. Heka je a < ¢ < b. Ha ocnoBy crasa 7. je:

/abf(x)dx = /acf(x)das+/cbf(x dx
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Tj.

l?mM=LUMM—[me

YKOJUKO ce y3Me y 003up mperxoana jJedbuHUINja, 1001ja ce

/f m_/f m+/f

CM4HO ce moCTyHa Uy OCTAJNM CJIydajeBuMa.’ 0

Casa he 6uTn pasMOTpeHN HEKH CIyYajeBy pa3ABajarba jeJHOr Ha IBa HHTErPAIA.

IIpumep 35. Hexa je ¢ynwuyuja f : [—a,a] — R wnenpexudna. Paszmompumu
wemy je aadamu urmezpas jednar ykoauko je dyruruuja f napHa, 00HOCHO, YKOAUKO
je HenapHa.

Pewerve. Tlozuaro je naje f(—x) = f(z) ykonuko je pynknuja f napua, a yKoJUKO
je memapua onja Baxku ja je f(—z) = —f(x). Osue he 6Gurn pasmorpena osa
JIBa CJIy4daja OJBOjeHO, KopucTehu ce mpUTOM HaBeJIEeHUM CTaBOM U JIeDUHUIIN]OM
0 aJUTHBHOCTH MHTErpasa. 3a IIOYeTaK, IMOYeTHH WHTerpas he OHTH IpeacTaB/heH
Kao 30mp aBa mHTerpasa. lobuja ce:

twie= [ f@ie+ [ fes

Y mpBEU WHTErpaJ YBOIHU ce CMeHa T = —t, O/laKJIe je:

- [ s [Cs@ar= [Cscois [

1. ®yukmnuja f je mapua

/ f(a)dz = /Oaf(—t)dm/oaf(:c)dx - /Oaf(t)dt+/0af(x)dx _ Z/Oaf(x)da;,

2. @ynknuja [ je HemapHa,

/_ f(z)dz = /Oaf(—t)dtJr/Oaf(:v)dx = —/Oaf(t)dt—l—/oaf(x)dx -

BurtHo je nmpumeruTn ja cy ojrosapajyhum wHTEerpajau 1o T W 1o t jeJiHaAKH, jep
IMajy HCTe TPaHHIle W Y3UMajy UCTH apryMeHT ojrosapajyhe ¢dynkmnuje, camo je
nMe TPOMEeH/bUBE PA3JIIMIUTO. A

@
@|

[¥ Henapxa dyHkuna & ™ Henapra dyHkupja 8

I Napra dycuja ¥ Mapha dywkugia
s s

, N

o /: /

LI AR [ T o QU 7 [ 22 [] Tand H yE [] i kN
R — R -

Cauxa 42: Ilapna pyrxyuja Cauxa 43: Henapna ¢pynxyuja

18 Tokas je npeyser u3 [1]
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4.4.3 MOoOHOTOHOCT MHTeErpaJja

b
CraB 9. Axo je f € Rla,bl,a <b u f(x) >0 sa z € [a,b], onda je / f(z)dxz > 0.

Jloxas. Kako je uarerpanna cyma o(f, P, &) = Z f(&)Ax; 3a cBaxo (P, &) € Pla, b]
i=1
HEHEeTaTUBHA, 114 je TAKBa U IbeHA IPAHUYHA, BPEIHOCT. 0J

IMocnemuna 13. Axo je f(z) < g(z),z € [a,b,a < b u f,g € Rla,b], onda je

[ e < [ owac

JlaTa je reomeTpujcka MHTepIpeTanuja nocaeaune 13. KpuBoiwmHujcKu Tparmes
KOju rpajiu pyHKIKja g uMa Behy HOBPIIMHY 0/1 KPUBOJIMHUJCKOL Tpalie3a KOju I'PaJiu
bynkumja f.

@

\1—\(**—

1 \ g(x)
— | @

L fj

Cauxa 44: I'eomempujcka unmepnpemayuja meopeme 0 MOHOMOHOCMU UHIMESPANG

Cras 10. Axo je f € Rla,b],a < b onda eaorcu:

/a  Ha)ds

Joxas. N3 uejeqnakoctu —|f(x)| < f(z) < |f(x)| n ma ocnoBy mocaeaure 13. cienn
aa je

_/ab|f(a;)|dg;g/abf(x)dxg/ablf(w)lda:,

/a  Ha)de

< [y

OJTaKJIe je

< [ 1wy
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4.5 IIpBa Teopema o cpeam0j BPeIHOCTU

Teopema 14. Hexa cy f,g9 € Rla,b], m = 11[1fb}f( x),M = sup f(x) u g(x) >
z€la x€la,b]

0(g(z) <0) 3a x € [a,b]. Tada nocmoju p € [m, M], maxo da je

/ F(@)g(a)de = /abg(x)das. (5)

Axo je jow f € Cla,b], onda nocmoju ¢ € (a,b), mako da je

[ sz =10 [ oy (©

Jlokas. Heka je dyuknuja g nenerarusua. Taga uz m < f(x) < M cnenn

mg(x) < f(x)g(z) < Mg(z),z € [a,b].

WNurerpamujom ce j100uja

/ da:</ @ d:ch/abg(x)dx

b b
Axo je / g(x)dx =0, ouna je / f(x)g(x)dz =0 u penanmja (5) Baxku. Ako je

/ g(x)dz > 0 onma je
- Jy f(@)g(w)da

7 <M,
fa g(x)dz
b
. : Jo f(@)g(x)da .
ua ce 3a 6poj p y pesnamuju (5) Moxe ysern “"r—"——— 1V cjyyajy HeUPeKH/-
g(x)dx
noctu dynkmuje f, npema Komm-Boamanosoj Teopemu o mehyspeanoctn'® moctoju
Tadka ¢ € (a,b), Tako ma je f(c) = p, ma jegnakocr (6) BaxKu. O

VKOJIHMKO ce y TPeTXOIHOj TeopeMu cTaBu ja je g(z) = 1, mobuja ce mocieanna
HaBeJIeHe TeopeMe.

TMocaenuna 15. Heka je f € Rla,b], m = inf f(x),M = sup f(z). Tada no-

z€[a,b] x€la,b]

/ f(2)de = (b — a). (7)

Axo je f € Cla,b], onda nocmoju ¢ € (a,b) mako da sasicu jednarocm

cmoju i € [m, M| mako da

/ f(@)dz = F(c)(b— a). (®)

190Ba reopema ce moxe BuseTH y Kibusu [5]
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OBa mocieauna ce HeKaJ[ HA3WBa MPBOM TEOPEMOM O Cpemoj Bpeanoctu. Cama
he OGuTu pasMoOTPEeHO IeOMETPHUjCKO TyMaderme oe Teopeme. Ha comim 45. je upu-
Kazan amier Ha kojem je rpadux dyuxnuje f(zr) m npasa y = f(c),c € (a,b).
[IpuTuckom na ojarosapajyhe ayrmuhe nHa BeO cTpaHHWIM HA AILIETY JOJIa3U JIO UCIP-
TaBama oJpeljeHuX TreoMeTpHjCKuX JUKOBa. JeaHakocT (8) Kasyje ja ¢y MOBDIIHHE
kpuBosuaujckor Tpamne3a ABCD u npasoyraonnka ABFEF jennaxe.

HaBegeHna nocneguuya ce Hekaj Ha3aWBa NPEOM TEOPEMOM 0 CPEAHs0] BPEAHOCTW W OH3 WMa CBOjy TeOMETPUjCKY

untepnpetauujy. Hex je gar rpadmi dyrkymje f{a). Nocroju ¢ £ (a,h) 1ako aa Baxm
b
[ =10 6-0).
a
je BpeaHoCT dyHKynje y Tauku ¢ Haeegewa jefHaKkocT Kasyje Aa je NOBPLUMHA | KPUEBOIWMHWICKOr Tpanesa

ABCD | koju dynkunja f(x) rpanw Ha ukTepsany [a,b) jeAHaka ca noEpLIMHOM [ NpaE0YraoHUKa ] [ ABEF ] .

Cauxa 45: Teomempujcka unmepnpemauyuja nociedue
npee meopeme 0 cpedrboj epedHocmu

1—cos 2z

IIpumep 36. Hahu cpediwy epednocm dynkyuje f(x) =sinz - e HG UHMED-
sany [—m, 7.

Pewerve. Y oBOM IpuMepy Ouhe mpuMemeHa TeopeMa 0 CpeIbo] BPeIHOCTH

10 = 5= [ e

Haxkue,
1 s
fle) = — sin 2z - e! 752y,
2
i

—T

YBohemeMm cmene t = 1 — cos 2z, go1a3m ce 10 pelneba Heoapehenor nnrerpana:
sin 2zet 782 dy = 1 etdt = let = 1@1—6052@
2 2 2

Cana je moryhe nahu cpemy Bpennoct dbyHkimje f.

1 ™
_elfcos2x =0.

1O = 1

-7

Jobujena cpeama BpegHocT ¢yHKIHje jeanaka je 0, mMITO ce MOXKe BUJETH U HA
rpacduky HaBejeHe (pyHKIHje.
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f(x) = sin2g - 1752

—44

Cauxa 46: Ipadur dynxuyuje f(x) us npumepa 36.
A

IMpumep 37. Hahu 6poj ¢ koju 3600606064 meopemy o cpedrboj epedrocmu 3a, hymk-
yujy f(x) = 2?4+ 3z + 2, na unmepsaay [1,4].

Pewere. Oynxknuja f(r) je HenpexnaHa Ha JaTOM HHTEpBajy U Morylie je mpume-
HUATHU TEOPEMY O CPeJIFh0] BPeTHOCTH.

4

1
fle)=—— [ (2°+ 3z +2)dz,
4 - 1 1
1 /(z® 3, !
=—-|=4+= 2
f(e) 3(3+2x+x)1
OpaBre je
9 99
3(c*+3c+2) = o
oJlakJje ce joouja ja je ¢; = 2,593 u co = —5,593. Bpoj ¢y He npunaa 3agaTom
HHTepBaJy, I1a he pelreme 3a7aTKa OUTH Cj. A

4.6 Hbyru-JIajoruiiosa dpopmysia

Kao mro je Beh peueno, Vcak byt u ['ordpun Buaxem Jlajonum cy xpajem
17. Beka 3acHOBaJM JupepEeHNHjATHI U UHTEIPAJHH PadyH, HE3aBHCHO jeJIaH O]
jgpyror. Takobhe, oHu cy ucroBpeMeHO (GOPMYIUCATAd U OCHOBHY TEOPEMY KAJTKY-
jgyca koja he oae Outu HaBejgeHa. Kopucrehu ce Tom Teopemom Ouhe usBejieHa
n tbyrn-Jlajonunosa dopmysia Koja omoryhaBa jeIHOCTaBHHUJU PaJi ca ojpeheHum
HHTETrPaJIMa.

%)



Heka je dbyukiuja f uarerpabuina Ha cermenry [a,b]. Kaga x y3uma BpeasocTt
u3 cerenta [a,b] onja je

ww:/Umﬁ

dbyukuuja gedunucana wa [a,b]. OBa dyHKIMja YecTO e HA3UBA MHTETPAIOM Ca
IIPOMEH/bUBOM TOPEOM I'PAHUIIOM.

CraB 11. Heka je dynruyuja f € Rla,b] u nexa je o(x) —/ f(t)dt,x € [a,b].
Tada: ‘
1. gynryuja @ je nenpexudna na ceemenmy [a,b;

2. axo je dynrxyuja f nenpexuona y mauwku x € [a,b], onda je ¢ Judepenyuja-
bunra y moj mauku. Ilpu mom eascu:

Jlokas. 1. Heka z,2 + h € [a,b]. Ako je sup |f(z)| = M, npema nocseanin
z€[a,b]
TeopeMe O Cpearh0j BPEIHOCTH je

o(z +h) —p(2)| =

x+h
/ f(t)dt‘ < M|h| — 0,h — 0,

na je pyHKIHja ( HENPEKHHA Yy Ta4KU .

2. TIpso he 6utu nahen u3Box ¢ (x) dbyHKIHUje @ y Tauku = y KOjoj je dyHKIHUja
f HenpexuHa.

oo + h})L —plx) _ % ( a”hf(t>dt _ /:f(t)dt> _ %/:Mf(t)dt.

Heka je my = inf f(t)u My = sup f(t). [Ipema nociaepunu reopeme o
t€[z,a+h] te[x,z+h]
Cpe/Ifb0] BPETHOCTH je

1 x+h

Axo je f Henmpeku/HA 3/1eCHA, OJHOCHO CJIeBa, Y Ta4Ku &, ouga m, — f(z), M, —

f(z) 3a h — +0, ognocuo h — —0, ma je

OJTHOCHO,

Axo je dpyukmuja f HempekuaHA y TAYKU T, OHJA je

z+h
tim = [ pod = 1a),
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Tj.

P(a) = lim LD ED i,

]
Heka je dynxknuja f : [a,b] — R menpexkuana y Taukn x € [a,b], n dyuxumja
b
O(x) = / f(t)dt.

OpmaBre ce MOXKe 3aKJ/BYUUTH Ja BayKh

¥(x) = (— / ) f(t)dt)/ —

TMocaequna 16. Axo je [ : [a,b] — R nenpexudna dynruyuja, onda je

o) = / " f(t)dt,x € [a,b],

HeHa NPUMUMUBHAE HYHKUU]A.

Cnenehu amner npuka3syje uHTerpas (byHKIHje ca MPOMEHBUBOM TOPEOM (10~
OM) I'DAaHUIOM u ucnpraBa rpaduk dyHKIHje Koja HPeJCTaB/ba Dellerhe HHTe-
rpaJa.

@)

! : MoBpLUMHA Ucnoa
@) = (t)dt = — (t)d = 1.63
"D(J) [; J( ) L j( ) rpacmka yHkumje oa 0 go x
s
¢'(x) = f(x) =2 cos(z) + 0.62

31 .
w(r) =2 sin (x) 4 50 o je fpummMTHBHa chyHKUMja 3a chyHkumjy f(2)
>

2

o

AN/

>

Cauxa 47: Anaem ma Kojem je uAYCMPOBAH UHMEZPAN CQ NPOMEHLUBOM 2PAHULOM

IIpumep 38. Hahiu ussod dpynruyuje () axo je

0)B(z) = /0 e dt,

2x : t
6)d(z) = / %dt.

jus

o7



Pewerve. Hujenan o1 oBUX HHTErpaJja ce He MOXKe PeIlnTH Kao HeojapeheH, amu To
HE 3HAYM JIa OH He IIOCTOjH, jep CBaKa HelpeKuHa (pYHKIHUja UMa ITPUMUTUBHY.

a) Heka je e dt = F(t) + c¢. YKOIHMKO ce IpUMEHHU TIPBHU U3BOJ| HA 0Oe CTpaHe
HaBe/eHe jejHaxkocTu jobuja ce ja je F'(t) = e, Kako je y uuramy oipehenn
uHTEerpaJ, ao0ouja ce:

®(z) = F(t)|g = F(z) — F(0),
rie je F'(0) koncranra. /lakie, Baxku ja je

2

O'(r)=F(x)=e".

t
) Heka je / ﬂdt F(t) + c¢. OBae he ce mocTynuTu ucTo Kao y MPBOM JETY
sanarka: ®(x) = F(¢ )|2ﬂm =F(2z) - F (g) Onasge je:
in 2
O'(x) = F'(21) - 2 = 2F"(20) = 22
x

A
Teopema 17 (Fbyrn-JIajonnnosa dopmyna). Heka je gynruyuja [ nenpexuona ma

odceury [a,b] u nexa je F(x) 6unro xoja npumumuena dpynxyuja 3a f(x) na [a,b)].
Omnoa sasicu:

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Jlokas. Heka cy F(x) n ®(z) npumurusne dbyukuuje 3a f(x) ua [a,b] Koje ce pa-
31uKyjy 3a KoHcranty, 1j. ®(z) = F(x) + ¢. OmHocHO, mpemMa OCHOBHO] TeopeMu

KAJIKYJ1yCa BaZKM:
/ f(®)dt = F(z) +c.

VKoJIMKO ce cTaBh Jia je r = a, jo0uja ce

0= F(a)+c,

/x F(#)dt = F(z) — Fla).

Axo ce y3me 1a je x = b mobuja ce

b
| st =F) - Fla),

OJTHOCHO, aKO Ce MPOMEH/hUBA Y MOJUHTErPATHOM U3Pa3y O3HAUU ca & A00Hja ce

najec=—F(a) u

/ f(z)dz = F(b) — F(a).
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WNaxko cy tbyru u Jlajonun maj3acaykuuju 3a GopMyJIamnyjy 1 TpoHATA3aK OBe
dopmyse, MHOTE MaremaTudapu nodes oj Apxumeja 0a HA JAJbe JIAU CY BEJHKH
jonpunoc orkpuhy ose dopmyiie. Fbyrn-Jlajonunosa dopmysia ce najuenthe mure
y ciaenehem oOJUKY:

[ #a)ds = F@lt = F) - Fla).

ex

T
14 e

1
IIpumep 39. Pewumu odpeheru unmezpan /
0

Pewerve. Y oBoM mpuMepy, npBo he 6utu m3padyHaT oaroBapajyhu neompehenn
uHrerpas. YBoju ce cmena t = e*. [lakiie:

/ 4 / dt tgt + tge® +
€T = = arc C = arcltge C.
14 e% 1+t g g

Heka je F(z) = arctge®. Tana je:

/1 < dx = arctge®|y = arctge — arctgl = arct e—Z
L T g€ lo = g gl = g 1

Y oBoM mnpumepy je npumereHa Hbyru-Jlajonunosa ¢dpopmyna u Ha Taj HAYWH je
JI00MjeHo periiere ojpelheHor nHTerpaJa. A

NG}
ITpumep 40. Pewumu odpehenu unmezpan / arcsin xdx.
0

Pewerve. IIpBo he Outu perien HeoppeheHn nHTErpas MeTOJIOM MapIiidjaiHe WHTe-
raiuje. [Ipu Tome mopa Guru |z < 1.

T
/arcsmxdx—x arcsmx—/\/ﬁ x-arcsinx + V1 — a2 +ec.
—x

Heka je F'(x) = x -arcsinz + /1 — z2. TIpema HbyTu-J1ajonnioroj dpopmyin BaxKu:

™

1
v v
/ * arcsin zde = (z-arcsinz + V1 — 22)|)? = — (——i— 1) — 1.
0 V2 \4

4.7 Metoa cmeHe y oapeheHOM MHTerpaJy

Teopema 18. Hexa je ¢ynruyuja [ : [a,b] — R nenpexuona, a dynruyuja @ :
[, B] — [a,b] uma nenpexudan uzeod u npu mome je a = p(a),b = p(B). Tada

BaNHCU jeOHAKOCT, . ,
[ raa = [ sew)e o
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Jlokas. Heka je F'(x) npumurusHa dbyukuuja byukmuje f(z), z € [a,b]. 3a caoxeny
byuxuujy (Fop)(t) = F(p(t)),t € [o, f] Baxu

diF(so( 1)) = F((1) - ¢'(t) = (1) - £'(1).

Hakne, 3a o < t < [ dbynxkumja F(p(t)) je npumurusna dynknuja dyHKIMIjE
flo(t)) - ¢'(t), ma Baxu ga je

8
/ fle@®)e'(t)dt = F(p(8)) — Flp(a)) = F(b) — F(a).

Ca apyre crpane, kako je F'(x) = f(x) cnenn

/ f@)dz = F(b) — Fla).

2 cosx
ITpumep 41. Memodom cmene pewumu odpeheru unmezpan / —5—dx.
= sin“x
4

Ly
Pewerve. Y napegenom npumepy yBoau ce cmena t = ¢(x) = sinz. Kako z € [Z’ 5] ,
T 1
HaBeJleHa (DYHKIUja MIPEeCIMKaBa OJcedaK [Z’ 5] Ha oJcedyakK {%, 1}. QyHKIHTja
. ) ) m 1 s
t = p(z) = sinx je HenpexuHO AuepeHNNjAGUITHA U BAYKH JIA j€ (5) = E, % (5) =

1
Taxkobe, (byHKLLI/IJa je HelmpeKuJiHa Ha Cy UCHYHEHH YCJOBHU 33 TEOPEMY O CMEHHU

HPOMEHJbUBE Y O;LpeljeHOM nHTerpaity. lakie:

2 cosx bde 1
= SIn“x 1t t
4 V2

ButHo je younTu jga ce IPUIMKOM HajaxkKema ojapeleHor MmHTerpasa y pelemny He
Bpaha Ha crapy NpOMeHJBUBY T W Jia Ce NMPUJIMKOM 3aMeHe MPOMEH/bUBE MEHhajy
IPAHUIle HHTErPAIn]e. A

1

=V2-1.

1
V2

1
In(l1+=x
ITpumep 42. Memodom cmene pewumu odpehenu unmeepan I = / ¥dm.

o 1+ a2

Pewerve. Y oBoMm mnpumepy nupBo he 6utn yBejena cvmena r = tgt. Kako z €
0, 1], naBeena dbyHKIMja Koja je yBeleHa Kao cMeHa npecankasa ojcedak [0, 1] na
onceuak [0, —]. Kao m y nperxomnom npumMepy, MCIyHEHH Cy YCJOBU 33 MPUMEHY

4

TeopeMe O CMEeHH IIPOMEHJbUBE Yy ojJpeheHoM unrerpasy. ¥ BohemeM HaBeJeHe CMeHe
y mHTerpaJs jaobuja ce:

Un (1 i
1:/ de:/4ln(1+tgt)dt.
0 0

1+ 22
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Kako 3a mobujenn nHTerpaJs Huje Moryhe younTu perieme, YBOJHU ce CMeHa Koja he

TpancdOpMucaT rpaHuile MHTErpaluje u caMy [HoJuHTerpajiny pyHKIujy. Y BOju
™ .

ce CMeHa p = i t. Jlobuja ce:

0 i 1—t
I:—/lmyum%—mmp:/ﬁn0+ ”v@:

. 0 1+tgp
-

2 I I
In dp:/ ln2dp—/ In (1 + tgp)dp.
<1+t9p> 0 0 ( ap)

4
Kako je / In (1 + tgp)dp 3anpaBo uHTErpaa KOju Ce MOjaBUO HA TOYETKY 3a/aTKa,
0

us

|

™

HoJIMHTErpaHa (pyHKIMja U I'DAHUIE UHTEIPaJia Cy MCTe Kao KOJ| MHTerpaJja ca
noveTKa HaKOH yBohema npse cvene. Jlakie:

™

[:/Mmmm—L
0
Jobuja ce pa je I = g -In 2. A

us .
2 xrsSINxrCcosy
IIpumep 43. Memodom cmerne pewumu unmezpan I = / ﬁdx.
o Sln-x -+ cos*x

m .
Pewerve. YBO/U ce CMEHA T = 5~ t. Hobuja ce:

us . 0 /(m :
2 IsSInTCcosT L —t)-costsint
0 us

sin® x + cos* costt + sin*t

T [2 sintcost > ¢-sintcost
=5 | Tarianlt | o pdt

2 Jy cos*t+sin*t o costt+sin®t
I 610 /2 t-sintcost
0TpebHO je YOuuTH Ja _
P ey A o costt+sintt

HCTe I'paHUIle KaO HHTEIr'paJ Ca IIO0YeTKa 3aJaTKa, IIa €€ OH MOXKE O3HaYUTH Ca 1.

Opnasre je:
2 gintcost
7= E/ m—%dt -y
o costt+sin®t

dt uMma ucTy noJuHTerpaany (pyHKIujy u

OJIHOCHO,

2 sintcost
ﬂ:f/)—ﬂlgirw
2 Jy cos*t+sin*t

. 7w [2 sintcost
Caja mpeocraje j1a ce pelnd WHTEerpaa — ———————dt. YBoau ce cmena p =
2 cos*t 4 sin* t

[_ﬂ/l pdp
4y 2pt—2p2 1

sint u gobuja ce n1a je:
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OBJe je mOTpeGHO YBECTH HOBY CMEHY p? = §, a TIOTOM HHTerpaJ TpanchOpMHuCcATH
Ha Tabjimanu. Jlobuja ce:

T ! ds o ds T I 7
[ =— - = - — —arctg(2s—1)| = —.
8/0 27— 25+1 16y (s_1)° 41 sarcty(2s =] =15

@

¥ Mpukaskw rpaduk NoguHTErpanHe hyHEUmje

[V Mpukaski pelete MHTEpana .

[z @ si )
s d F o
f’\ Jo sin® (x) 4 cost (x)
\\ a4 /\

—
&

Cauxa 48: I'paduvru npukras pewersa unmezpara us npumepa 43.
Kao nospuiure ucnod zpapukra Gyrryuje Ha 0amMoM UHMEPBALY

“|Inz|

T
1 1+ 2

IIpumep 44. Pewumu unmezpan /

Pewere. Kako ce y okBupy noguaterpajne pyHKIHje HAJIA3W allCOIyTHA BPE/I-
HOCT, HEONXO/IHO je Pa3MOTPHUTH KaJla je Ta alCoJyTHA BPEJHOCT MO3UTUBHA, & KaJ1a
je HeraTmBHA. 300r ocoOMHE ATUTUBHOCTU WHTerpaJja, Moryhe je matm mHTerpas
HAITNCATHU ¥ OOJUKY 30HMpa, Ma BarKu:

1 | |
/ Md:c:/ nxda:—k/ e dx.
1 142 1 1+ 1 1+

Taxobhe, y rpanumaMa mHTerpaJa Hajaasw ce Opoj a, ommTH Opoj o1 Kora Takobhe
3aBHUCH 3HAK HHTerpasa. buhe pazmorpena nBa ciaydaja - caydaj Kaja je 6poj a > 1
n kaja je 0 < a < 1.

l.a>1

1 U'Inz ) .
VBoau ce cmena r = n 3a MHTErpaJ —/ = dx. Jlobmja ce cama ma je
1 x

IIOYE€THH MHTErpaJI je,ZLHaKC

/a\lnx|d /1—lnt_1 dt+/“ Iz
114 o 1+1 2 ), 1+
“ Int “ ] “ ] “ 1
:/ = dt+/ nxdx:/ldsﬁ/ " =
L tt+1) , 1+ (x+1) 1, 14z
:/“1 ( )dt /lnt In? a'
L1
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2. a<1

Kaxo je 6poj a € (0,1), rpanuie uHTErpasa MOpajy 3aMeHUTH MeCTa, a IIOTOM
he mobujenn mHTErpas OUTH 3amUCAH Kao 30UP JIBA MHTErpaJa.

|1 a1 b a1
/ /nz] nx|dm=—/ [z nx‘dx:/ nY dx—/ iy
1 142 o 14z . 1+ 1 1+x
Inx
1+

“11 ' ' Int
/ | nx’dx:/ nx dm+/ nt . _
1 14 . 1+ . tt+1)

dx:

1 a
VBoau ce cMeHa t = — 3a WHTETrpaJ
T 1

@

[V TIpMEEKN NOAMHTETDANHY OYHELR]Y a=29
3 [V TIpHKEKN PEWEKS HHTEMANE

20
‘| f |111'_'l—‘! )| dr — 0.57 MpomeHw BpegHocT Gpoja a
1

21| x

| =

o 1 2 3 ) 5 [ 7 [ ) o Tt

T

Cauxa 49: Ansem na Kojem je npuka3amHo Pewerve uHme2paia
U3 NPUMEPa 44. 1y 3a6ucHocmuy 00 npomene spednocmu 6poja a

T T
ITpumep 45. Pewumu unmeezpan I = / —dx.
0 2+sinzw

Pewerwe. buhe yBemena cmeHa Tako jJa IpaHuIle HMHTerpaja OyAy CHUMETpHIHE.
s ) .

Cmenom t = — 5 IPaHUIE TOCTA]y CUMETPUYHE M IOYeTHH HMHTerpaJ je moryhe

3aIucaT Kao 30up JBa MHTErpaJa.

I /ﬂ—x d /g—t dt—i—ﬂ—/g—dt
0 2+sinw _z 2+ cost 2 J_z 2+ cost

WNurepBas y KoMe ce BPIIU UHTEIPallja je CUMETPUYAH Y OJIHOCY HA KOOP/IMHATHU

2

. t .
noderak. llomunrerpaina gpynkiuja uarerpasa / ﬁdt je HemapHa Ha CH-
_x Ccos
2

MeTPpUYIHOM WHTepBaJy, Ia je OBaj MHTErpaJs, npeMa npumepy 35. jeaHak HYJIH.
us

2 dt
—z 2+ cost

. _ /z dt 2/5 dt b
. BaXKM JIa je — = ————. Jlakue, Baxku:
s _z 2+ cost o 2-+cost e

/’5 dt
I=m e —
0 2+cost
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t . . .
VBojau ce cmena p = tga Jlobuja ce j1a je moveTHW MHTErpaJi caja jeJHak

P
V3o 3V3
A

4.8 Metoa napnujajiHe nHTerpanuje y oapeheHom mHTerpary

Teopema 19. Hexa gynryuje u(x) u v(x) umajy nenpexudne ussode na cezmenmy
la,b]. Tada sastcu jednarocm:

[ ) =t - [ @)

/oxaz. OyHKIHje © 1 v UMajy HeNpeKuHe U3BOJe, a HEOMXOIHO je /1a U 33 IhUXOB
IIPOM3BOJI TO BayKu. 3a mpom3Bo/ dyHKImja u(z)v(x) BakKn jeTHaKOCT

(u(z) -v(z)) = u'(z) - v(z) + ulz) - ' (2).

3 HaBejeHe jeTHAKOCTHU Ce BU/IM JIa je W HPOU3BO/L OBe JiBe (DYHKIMje HEelPeKu aH.
[Tpema HbyTa-JIajonuionoj dopmystu je

b
/ [/ (2) - v() + u(z) ' (2))dr = [u(z) - v(z)]];
Tj. , ,
[ u@io@) + [ @duta) = fu(o) - o(@),
ITo je TpebaJio JIoKa3aTu. 0

Hagenena dpopmyna ce ckpaheno mnuie y o61uKy

b , b
/ udv = wv|, — / vdu.
a a

ITpumep 46. Memodom napuyujasne urmezpavyuje pewumu odpehenu unmezpan

' (x + 1) cos (3x)dx.

@h
w

Pewere. Hexa je u(z) = x+1, dv(z) = cos (3z)dz. Tpuinkom penmaBara oapelje-
HOI' HHTErpaJia MeTOIOM HapIHjaaHe HHTErPaIije TPAHUIe HHTErpaia 0CTajy HCTe.

31
W—g/ sin 3xdx =
6

T+ 8

18

wly
(HE]

jus
3

1
(x4 1) cos (3z)dx = g(x +1) - sin 3z

3

o

=]

—_

o3 wly
I

1 1
= —(% + 1) sinm — g(% + 1)8111% + §COS3x|

w
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5 IIpumena oapehenor mHTErpasa

Pay ca onpehenum wHTErpasmMa m reHepaJiHO, YMTAB KAJKYJIYCHU PAYyH HMa
opojue mpuMeHne. Te mpuMeHe ce MOTY YOUHTH U y YKHBOTY, KA0 U y MHOTHM IIPH-
pOAHUM, Ta W JAPYIITBEHHM HayKaMma. [eoMerpujcka MpuMeHa y MaTeMaTHUIN je
Hajuernhe moMumbaHa, jep ce moMohy ojapeheHor mHTErpaga MoxKe U3padyHATH IO-
BPIIINHA PABHOTL JIMKA, /IY’KUHA JIyKa KPUBE, KA0 U MOBPIINHA W 3alMPEMUHA OOPTHUX
rTesa. MHOrM NpakTU4dHU MPOOJEMU MOTY €€ YOHIITHTH M CBECTH Ha OjroBapajyhu
reOMeTPHjCKH MOJeI, anmMe je omoryhena nmpumena ogapehenor naterpana. Osme he
OUTH MpHUKa3aHe MpUMeHe OJpeheHOr WHTerpajga y reOMeTpHju.

5.1 IloBpmmuua dpurypa y paBHHU

Heka je D pasna reomerpujcka ¢purypa orpaHmdena 3aTBOPEHOM MPOCTOM KpPH-
BoM L. Ymuucanum MHOroyrao y ¢durypy D je MHOroyrao 4mje ce cBe Tadyke HaJja3e
y D, JOK je OmUCaHW MHOTOyTao OKO ¢urype [) MHOTOyrao KOjU CAJIPXKH CBE Ta-
uke durype D. Heka je {W,} ckyn nospumna yuucannx, a {W,} ckyn nospmnna
onucanux Muoroyriosa ¢gurype D. Cxyn {W,} je orpanuuen onosro, a ckyun {W,}
orpaHmuen 0703/10, ma nocroje sup{W,} = P u inf{W,} = P.

Hebunnnnmja 7. Kaorce ce da je uzypa D mepiusa aro je P = P. IIpu mome ce
aajednuura epednocm P u P nasuea nospwunom gueype D u osnavasa ca P(D).

CraB 12. Pasna ¢uezypa D je mepnusa axo u camo axo 3a ceaxo € > 0 mocmoje
ONUCAHY U YNUucaHU mHo2oyzao duzype D, maxo da je pasauxa W, — W, wuxosux
NOGPULUHA MAHA 00 E.

Hoka3 osor rBphema mMoxke ce Bujgern y [1].

Heka je y pasum 3agar koopauaarau cucrem xQy. I[lpuwimkom padyHama 1mo-
BpiuHe ¢urypa y pauu Ouhe kopuithen nedunucanu nojam MepJsbuBe urype,
nedbununyja 3, pedununyja 5. u Teopema 8.

1. Heka je ma onceuky [a,b] oce Ox mara dbyuxknuja f(x) koja je HenpexknaHa un
HeHeraTuBHa Ha [a,b]. Onga je durypa F'y T0j paBHU, OPpAaHHYEHA OJICEUKOM
la,b], npaBum x = a u x = b u mesom rpaduka byukimje y = f(x) 3ax € [a, b].
Ha ocnoBy naBenenux nedpununuja u reopema, purypa F' he umatu moBpuinHy:

P(F) = / b f(x)dz.

Ha coumu 50. npukazan je j1eo BeO cTpaHuIEe Ha KOjOj Cy, KaO U paHuje, IMpu-
Ka3aHU aljieT W JYTMHNU HOBe3aHH ca alljieToM HampaB/beHHM y leol'ebpu.
[IpuTuckom Ha oxroapajyhe ayrmmhe nonmasum 10 ucrnparaBamba GpUType Unja
ce noBpIInHA Tpaxku. Ha cjimvan Ha4uH, HA UCTOj CTPAHUIIU CY ITPEJICTAB/bEHH
W JIPYTH aIJIeTH KOjU WJIYCTPY]y TpeocTae ciaydajene.
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Heka je Ha opceury |a,b oce Ox pata | cpyHkumja | F(x) koja je HenpeknaHa v HeHeraTeHa Ha [a, b . Onaa je
STl e g o0, [ < o v < =5

dyHkumje ¥ = f(x) 3@ x € [a,b. Ha ocHoey HaBegeHux AeduHuumja u Teopema, durypa F he umarn

B
P(F):[ Fla)de.

T T T T T & T
a b

Cauxra 50: Ansem na kojem ce ucuypmasa duzypa Koja je onucana
Y NPBOM CAYYAJY U O0Ju mpastcery nospuiuHy

2. Heka je dbyukiuja g(z) Ha omceuky |a,b] Henpekuana u HenosutubHa. Taja
he kpuBosimHujcku Tpanes F' oapehen Ha cjmyanH HA4YUH KAO y LPETXOJHOM
cJIydajy MMaTu TMOBPITHHY

Cauxa 51: Ansem na xojem je ucupmana guypa onucana y
IpY20M CAYYaATY ca 000JEHOM MPAAHCEHOM NOBPUILHOM

3. Ako je dyukmuja f(x) Ha oxceuky [a,b] HeMpeKuUIHA U Meba 3HAK Y TAUKAMA
C1,C2, ..., Ck, OHIA urypa F| orpanuuena ojceukoM [a,b], npaBum © = a u
x = b u menom rpaduka dynknuje f(z),z € [a,b], nma nospmuny P(F) koja
ce padyyHa Kao 30Mp KPUBOJUHHjCKUX Tpale3a Ha Koje je Ty ¢durypy moryhe
Pa3JI0KUATHU U KOJU Ce YKJIANAjy y jeJaH O MpBa JBa caydaja. ¥y IpUMepy ca
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cauke ouiio 6u

P(F) = P(F) + P(Fy) + P(Fs) + P(Fy) =

_ / " ) de — / f(w)de + / f(a)de — /: F(@)da.

y= f(x)
P F
A\ |

Cauxa 52: Anaem na xojem je ucupmana dynryuja onucana y mpehem
CAYYaAJY ca 060JeHOM MPAAHCEHOM NOBPUUHOM U 03HAYEHUM PUYPAME

4. ) Heka cy Ha ojceuky |a,b] oce Ox nare dbyukuuje f(z) u g(x) Koje cy Hempe-
KujHe Ha [a,b] u 3a cBako = € [a,b] je g(x) < f(z). Heka je dburypa F y 10j
paBHHU Jlara ca

F={(z,y)]a<z<bgx)<y< flz)}

Kao Ha cjuny 53. Ha ocHOBY 1perxo/iHOr MOxKe ce 3ak/byuuTu Jia ¢urypa F
nva noppmmuay P(F') koja ce pauyna mo dhopmyan

@

Cauxa 53: Anasem wna xojem je npukazama uzypa ozparuvena epaduyuma
dsejy ynryuja na odpehenom unmepeasy ca 060jeHOM MPAHCEHOM TLOESPULUHOM
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IIpumep 47. HUspauyramu nospuuny 0eaa pashu Koju 02paHuMaEajYy KPUGE Y =
Ve, r+y=2,y=0uxz=3.

Pewerve. Jlata je kpuba y = \/r mwnpase y = 2 —x,y = 0 u x = 3. IIpso he 6urn
HaIpTaHa ciuKa 1 HaheHe npeceune Tauke. Ha counm 54. ce uamely mnaBe, 3emene,
[pBeHe U JpyOMdYacTe JMHUje Hajia3u (urypa 4ujy noBpimmHy Tpeba n3padyHaTH.
Mehytum, kako dpurypa Ha CJAUIM He TPeJCTaB/hba KPUBOJUHUJCKU Tpame3, Beh nma
mmut y raaku (2,0) durypa he 6urtu nojge/beHa Ha JBa JeJ1a - KPUBOJIUHUJCKH TPO-
yrao u KpuBoJnHHjcKHU Tpame3. [loBpiuna mese durype 6uhe 30up noBpuinna jase
Mame (purype, npuKazaHne Ha CJIUAIH H5.

Ha caumum 54. npukazan je amjier Ha KOjeM ce NPUTHCKOM Ha ojroBapajyhe
jayrvuhe ucnprasajy QyHKIHje gaTe y 3aJaTKy, Kao U ojropapajyhe npecedne ta-
yke. Ha commum 55. mpukasan je amaeT Ha KojeM je 00jallllbeHO KAaKO ce padyHa
HNOBpPIIMHA JaTe (pUrype, a TPpUTHCKOM Ha JyrMuhe ce UCIPTaBajy KPUBOJUHU)CKH
TPOYrao U KPUBOJIMHUJCKU TPale3 Ha KOju je jiara purypa 1ojie/beHa.

Raraje y = yE nnpase [ y=2-x | w[x=3 ]. Mipeceune rauce aamn dymaynja cy A J(1,1)
[(B)@.~1) n [€](3.+/2)Ha rapeanom annery. wamehy nnase, senere, upmers 1 reybnsacte nuwije wanasn ce 2 /
urypa unjy nospLuKY Tpe6a HapauyHaT <

fla) = v/

flz) =z

- Meflyrm, kaxo drypa wa annety He npeacTanra KpuBomMHMiGR Tansa aeh mwa wnny y Taskn (D _)(2,0) durypa e
“ e P e T,
urype GiNe 361p NOBPLNHA 482 MaHke (UTYPe, NPHKAIAHE Ha NPETXOAHOM anneTy.
Cauxa 54: Queypa xojy epade dpymryuje Cauxa 55: Iospuwuna ¢ueype
Haxkue,
2 3 2
3 1 2 3 7
_ _ _ 4 312 2 2 313 _
P=P+P= / (Vo —2+ :U)d:c—l—/ Vadr = 377 ]1—2x\1+§x11+§x2|2 = 2\/§—6.
1 2
A

ITpumep 48. Hszpauyramu nospwuny duaype y pasru 02paHueHe eAUNncoM ca no-
ayocama a u b. Pasmompumu u cneyujarar cayvaj kada je a = b =r.

b

Cauxa 56: Eaunca

Pewerve. Heka je y paBuu esunce gar koopaunatau cucrem r(Oy Tako ja jeaHa-
qnrHa ejmrce Oyae



[TonoBuna enmumnce uzuax oce Ox MMa jeTHAYHHY

b
y=—-Vva?— x2.

a

Kako je naesiena dynknuja napua, Baxuhe ciejehe:
a b b a
P(F) =4P(F') = 4/ —Va? — 2%dx = 4—/ Va? — z2dz.
0 a a J,

Kopucrehn ce cmenom x = asint, dr = acostdt, t; = 0,1y = 5 mobuja ce

b [2 3
P(F) =4- / Va2 — a?sin’t - acostdt = 4@()/ cos® tdt =
a Jo 0

31 2t t  sin2t
:4@/2&@:4@1)(_&“ )
0 2 2

s
3

= abr.
0

4

Ako je cnenmjasno, a = b = r, ogasze ce goOuja mozHara Gpopmysia 3a MOBPIIUHY
Kpyra K, nmojgynpednuka r
P(K,) = r’r.

A

IIpumep 49. Hahu nospwuny pashoz suka ozpanuveroez 2pagurom dynryuje f(z) =
2?2+ x + 1, npacom © = —1 u manzenmom me kpuse y mavwru A(1,y).

Pewerve. Tlpso tpeba nahu y koopaunary tauke A. Ona Mopa jia 3a0BOJbH jejI-
HAUYMHY KpuBe, na he 6utn
y=1"+14+1=3.

Hakie, koopauuare tauke cy A(1,3). Jejpnaunua TanreHTe y TAYKU HA JIATO] KPUBU
ouhe:

y —yo = f'(w0)(x — w0).

Kako je f'(x) = 2x + 1, 6uhie f'(zo) = f/(1) = 3, na je omarie jejHaAYMHA TAHTEHTE
y = 3z. Ha counum 57. npukasanu cy rpaduk GyHKIHje, TAHI'eHTe U npaBe £ = —1,
Kao M JIe0 PaBHU UHja ce HMOBpIInHa TpaxKu. IlorpebHo je Hahu nmpBo Tauke mpeceka
naBesenux dyuknuja. Pyukmuja f u npaBa x = —1 ceky ce y Tauku (—1,1), a
npasa £ = —1 u ranrenrta y = 3x ce cexy y tauku (—1, —3). ['panune unarerpanuje
mo x he outu ox —1 mo 1.

Ha caumum 57. mpukasaH je amrer Ha KOjeM ce IPUTHCKOM Ha ojrosapajyhe
JgyrMuhe ucnpraBajy GYyHKITje KOje OorpaHnvdaBajy (purypy 4mja ce moBpIInHa TPaKu.
Ha oBaj Hauun je omoryheHa HHTEPAKTUBHOCT IMPUIUKOM pelllaBaiba IpuMepa.
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Kako je f'(x) =2z + 1, 6uhe f'(xq) = 3, na je oname jeanaunna 4 = 3. MNoTpebHo je Hahu npeo
Tauke Npeceka HaBedeHux fyHKuuja. [ PyHKUM|E ] fw l npaea ] x = —1 ceky ce y Taukm (—1,1), a npasa
x = —1 uraHrenta y = 3 ce ceKy ¥ TauKKn (—1_. —3). Mpanuue nwterpauuje no = fie Bum oa -1 4o 1.

(]

flxe) = 22 b1

3
2
E
Y
0
1
4
2
3

gy s S

Cauxa 57: Ansem wa xojem je npukrazana Gueypa 4uja ce noSpPULUHA MPAHCU,
Kao u dyemuhu Koju ywecmsyjy y ucupmasary Gynkuuja u duaype

[Tospmnna dpurype he 6urn

1 1 31 21 3 21
P:/ (x2—|—x+1)d:v—/ Szdr= 2| + 2| g, -2 =
-1 -1 31 1 2|,
ik 11 8
21 1
== - =—4+-4+1+1=-.
3| Tl L gtgtl+tl=g
A
IIpumep 50. Hahu nospuuny pashoz auka ozparuuenoe ca iy = 2 — |x — 2| u

_ 3
Y2 = 1
Pewerve. [loTpebHO je TPBO PA3/IOKUTH AICOJYTHY BPEIHOCT IO JIe(DUHUTIH]H.

=2 = r—2, xv>2
)l 2—x, <2

Tana je

I B e A
Y11= x, <2

Ha coumu 58. mpukasanu cy rpadunu ode GyHKIHUje, Ka0 U TpazkKeHa MOBPIIUHA.
IIpeceune Tauke rpacduka ose ase dyukmuje cy A(v3,v/3) u B(3,1). Kako dbynx-
umja y; = 2 — |r — 2| uma mmmn y taukn C(2,2), nospmuna he ce 106utn Kao 36up
nospiuna durypa F; u Fy npukasanux Ha CJIUIH.
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254

0.54

Cauxa 58: Anasem na xojem je npukazana @Guaypa wuja ce nospULUHG MPAHCU

Haxne, Baxku caenehe:

P:P(F1)+P(F2)=/;($—;) d:v+/23 (4—:v—%)dx=

2 213

? 2 3_ % 3 3
= \/3—31113:]\/54—4:10]2— 5 2—3lngc|2 =2— §ln3.
A
1
IIpumep 51. Hspauynamu nospwuny dueype ozpanuuene xpusama f(x) = e
72
ug(z) = 5

Pewerve. 3a nouerak he Outnm Hanpranu rpaduiy Hasegennx Gynkmnuja. OHe ce
1
’2

ceky y aseMa Taukama A (—1
on —1 mo 1.

) u B (1, %), na he rpanuie wHTErpamnuje 1mo xr uhu

Cauxa 59: Anaem wa xojem je npurazana Guaypa wuja ce nospuUHG MPatcy

[loBpmmaa durype he ourn

1 1 .[L'2
P = — — — | dx.
/—1(1‘1’552 2) )
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36or mapuocTu (BYHKIHje, BazKu Ja je

1 2 31
1 x x ™ 1
P=2 — — ldr =2 t | = — — —
/0 (1—1—502 2> x = 2arctgzl 3,727 3

A

Y uperxo/iHuM IIPUMEpUMa, HOBPIINHA je Oujia padyHaTa y HPABOYIJIUM KOOD-
aunarama. Mehyrum, kpuBa Koja orpannydaBa (burypy duja MOBPIIHHA Ce TPaXKH
MoOzKe OuTH 3ajaTa u y Apyrom oommky. Cama he OuTH pasMOTpeHO H3padyHABATHE
HOBPIIMHE 33/IaTe y TapaMeTapCcKoM OOJIUKY WJIM MOMONY TMOJApHUX KOOPIUHATA.

IloBpmmaa paBHe (purype 3agare y mapamMeTapckKoM OOJIUKY
Ako cy dyukuje  n y narerpabuine Ha [a,b] m ako cy mapamerapcku 3aare

jemnaunne kpue x = x(t),y = y(t),t € [a,b], onga je moBpmmua durype Koja ce
nanasu u3Mely 3amare kpuse, oce Ox u npasux = = x(a) u x = z(b) jeqnaka:

P / y(0)7 (£)dt.

ITpumep 52. Hahu nospwuny usmehy oce Ox u npeoe ceoda yukaoude (0,2m) koja
je dama jednavunama x = r(t —sint), y = r(1 — cost).

NN N

HOKDEHM EHMMELIMJY 3EYCTEBM EHMMELI.IPUY |_|0‘-IETHM EI'IJ'IET

Uuknonga = = r(L — sint)

-2 y=r(l— cost)

Cauxa 60: Ansem na Kojem je npuka3aHo Kpeuparse yukioude

Pewerve. llukionga je gata y napamerapckoM obyinky na he meHna nmoBpiuHa ouTn

P= /O " y(t)'(t)dt = 2/Omy(t)x’(t)dt,

3001 cUMeTPUIHOCTH (DUTYDE Uujy MOBPIIMHY ce Tpaxku. Takohe, Baxku ja je x(t) =
r(t —sint), 2'(t) = r(1 — cost), y = r(1l —cost), 0 <t < 7. Taza je

P:2/ r2(1—cost)2dt:2r2/ (1 —2cost + cos’t)dt =
0 0

T
= 3rr.

=2r°| =t —2sint + —sintcost
2 2 0
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IloBpmimHa y moslapHUM KOOpAMHATaAMAa

Heka je nara xpusa r = 7(¢), ¢ € [a, ] y nomapaomM KOOPJUHATHOM CHCTEMY,
rie je 7(y) venpekugna dpynknuja. Teomerpujcka dpurypa OAB orpannvena JeJo-
BHMa IOJIYIPABUX ¢ = & U ¢ = [ u KpUBOM 7" = r(() HA3UBA Ce KPUBOJHUHUJCKUM
tpoyrioMm. bulie nHahena moBpimmHa TOr TPOyTJIA.

Cauxa 61: Ilodeaa yena

Heka je P nogena cermenta |« 8], P = {@o, 1, ..., ¢n}. Hekajem; = [inf ]r(go),
PE|Pi—1,¥i
M; = sup 7(p). KpyKHu ucedry moaynpevanuka m;, oaHocHo M;, orpanudeHu
PE[Pi—1,04]

1
HOJIYIPABUM 0 = ;1 U = (p; AMajy NOBpIunHy P = Qm?Agpi, OJHOCHO ITOBPIIAHY

1
P = §M-2Ag0i, rie je Ap; = @i —@i_1,1 = 1,2,...,n. YHUja OBUX HCEIAKA IPEJICTA-
BJba yIIMCAHY (DuUrypy Fu, O,ZLHOCHO oruCaHy (bnrypy F,. Tlospuue oBux durypa

Cy, PecrneKTuBHO, S = Z miAp;, S = Z —M?Ag;, mTO TpeCcTaBbA 0y, OJl-

i=1 i=1

1
HOCHO ropmwy JlapbyoBy cymy dyHknuje 57“2(@) na cermenry a < ¢ < . 306or

HenpekuHoCTH (ByHKIMje 1 = 7(p), oBe aBe cyme hie butn jeganake u jgara dpurypa
he 6utn MepspbuBa,na he moBpIIMHA KPUBOJMHUJCKOT TPOYILJIa OUTH

1 B
P = 5/ r2(<,0)dg0.

IIpumep 53. Haliu nospwuny xapduoude v = a(l 4+ cosp),0 < ¢ < 2m,a > 0.

=
)

1=4304.5° Kapaunounpa

r=a(l + cosg)

>

Cauxa 62: Anaem na xojem je npedcmasmeno kpeupare kapduoude
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Pewerve. Onnie he 6utn nmpuMemena ¢GpopMy/a 3a MOBPIIMHY KpHBE KOja je jara
y HOJIAPHUM KOOpJuHaTaMa. BazKHO je HpUMEeTHTH U JIa je KapUOu/a CUMEeTPUIHA

durypa:

1 2 ™ 3
P=3 / a*(1 + cos p)2dp = az/ (1+cosp)’dp = Sma’.
0 0

2

IIpumep 54. Hahu nospwuny semunuckame r> = a® cos 2.

Pewerve. /laTa KpuBa je 3aTBOpeHA W CUMETPUYHA Y OJTHOCY Ha TpaBe 1 cos = 0
u rsiny = 0, na ce Moxke u3padyHaTH JI€0 JIEMUHUCKATE KOJU Ce€ HAJIA3U Y IPBOM
KBa/IpaHTY, IIITO HPeJICTaB/ba YeTBPTUHY HOBpIuHe 1eJe purype. Kako je y npsom
kBaapanty 0 < 2¢ < 7, 6uhe 0 < ¢ < 7 u 70 hie Ourn rpanune nurerpana. lakie,

BasKI: _
P 1 [i 9 a® [ a? T g2
1 2/07"@ 2/Ocosg0g0 4smg00 1
Opnasrie je
P =d%

5.2 Jly>XuWHa JJyKa KpPUBeE

Oxpebhenn unTerpan rakohe ce MozxKe NPUMEHATH IIPUIXKOM H3padyHaBamba JLy-
JKuHe JykKa KpuBe. Heka je kpupa L y paBun xOy npeacTaBbena rpadpukoMm GpyHK-
uuje f(x),x € [a,b], upn gyemy je f(r) menpexnano nudepenumjabuina wa [a,bl.
Heka je nara nogena P = {xg, z1,...,2,},a =20 < 11 < ... < ,, = b onceuxa [a, ]

1 HeKa je KOHCTPYHUCaHa MoJUuronaina quauja Py ca remenumMa Ag(zo, f(x0)), A1 (1, f(x1)),

o An(zp, f(x,)). Tonmuronanua quHuja je ynucana y KpuBy L U meHa Jy:KUHA je
jeTHaKa,

s(Pp) = Z Vi@ — i) = (f(x:) — f(wio1))

Ha coumum 63. mpukasan je Jgeo amieta Ha KojeM ce, moMmohy ayrmumha Koju ce
HaJiaze y npareheM TEKCTY UCIPTaBajy MOJeOHe TadKe, KAO U MOJUTOHATHA JTUHU]A.
[Ipuruckom Ha jyrme ce nopehasa 6poj 10/IEOHUX TaYaKa, 1A Ce [MOJIUTOHAJIHA JIMHU]A
cBe Mame pasJinkyje o rpaduka pynkiuje. Ha caunm je npukasan Beh dbopmupan
arter, 6e3 jayrmuha.
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[

Cauxa 63: [lodeone mauke u noAUZOHANHG AUHUIG

Kaxko je dynknuja f nudepennujabunna na [a, b], mpema Jlarpankosoj Teopemu
nocroju tadka & € [r;_1,x;] TakBa 1a je

fQ@i) = f(wima) = /(&) (xi — 2i0).

Onatie ciaegau 1a je
Z\/ i = wie1)? + (f(&))? - (2 — i) Z\/ (f(&))? - (z — 2i-1)

OgBo je unrerpasnna cyma 3a byuxnujy /1 + (f/(x))? na onceuxy [a, b] npu nogesm P
u u36opy & tavaka & € [x;_1,r;]. Kaga 6poj nojmeonnx ravaka HEOrPAHUYEHO PacTe,
JyskuHa d Hajy Ker WHTepBasa Texu Hysu. JIyk kpuse L umahe gayxuny s(L) ako
nocToju Jumec oe mHTerpasine cyme kajga d(P) — 0. Kako je f(z) menpekuna

dbyukuja Ha [a,b], dyukuuja /1 + f?(z) he 6utu Takohe HempexkuaHa Ha [a,b] u

OCTOjU
lim Z V1+(f'(x — Ti_1)

d(P)—0

b
U OH je jejaHax / V14 (f(x))%dx. Jakne, xpusa L uma ayKuny Jjyka

b
l:/ V14 (f(x))*ds.

ITpumep 55. Uspauynamu obum kpyza nosynpeunuka r,r > 0.

Pewerve. O6uM kpyra Ouwhe jemHak AyKWHU JBA TMOJTYKPYra. JegHAdnHA MOJTY-
Kpyra KOju IIPUIAJa FOPHOj MoJypaBHu Taacu y = /12 — x2, ogakjie ciaeau ja je

f’( )—y—\/2:

=2 /1 dx = 27“/ = 2r arcsm = 4rarcsin 1 = 2rm.
/ Vr? — x? ri-

A

Onasne je

I6)



IIpumep 56. Hahiu dyotcuny ayka xpuse dame dynruyujom f(x) = In(2cosx) na
UHMEPBANY [O, g]

Pewerve. Jly:xuna JiykKa KpuBe padyHa ce IO U3BeJeH0] (hbopmyin:

l= /03 V14 (f'(x))2ds.

Kako je f'(x) = —:g;i = —tgx, 6uhe:

3 s [ 3 do
[ = V1+tg?ade = dx = :
/0 +igtrar /0 costz /0 cos

. x ) 2dt
OBzae he OuTu yBemeHa TPUTOHOMETPHjCKA CMeHa, = tg§, omakye je dr = T
1—¢?
acosx = e ['panure uaTErpaa ce Takohe Memajy, ma JI0ma I'PAaHUAIA TOCTaje
t1 =0, a ropma to = % Opnasre je
1
V3 2dt 1+t)||vs
= [ 2 Y —mp Ve
0o 1—t 1—t]],

HyxkuHa JyKa KpUBe aaTe y IIapaMeTapCcKoM OOJuKYy
Heka je xpusa gara jeqmaumnama x = z(t),y = y(t),t € [a, (], rme cy x m y
Henpekuano audepennujabuine Ha cermenty [, 5]. Heka ce eqmmunanujom mapa-

MeTpa t U3 JIaTUX jeTHAKOCTH J100uja jeHaunHa Kpuse y o0nuky y = f(x),z € [a, b].
Tana ce gayxuna | kpuse junuje L ox tauke (a, f(a)) mo rauke (b, f(b)) uspauynasa

o popmyIn
A dz\” dy 2
| = — — | dt
)+ (5w

B8
- / VEOR T )Pt

OJTHOCHO,

2
3

win

IMpumep 57. Hahu dyscuny ayka acmepoude dame jeoHauuHom T3+ Y3 =as.

Pewerve. Ilpesiackom Ha mnmapamMerapcku o0JIMK jeJIHAUNHE acTepoujie jo0uja ce jia
jex =acos®t,y =asin®t,0 <t < 2r. Kaxo je acTreponia cuMeTpHIHa y OLHOCY HA
KOOpJWHATHE oce, q00uja ce

l= 4/2 V(@ ()2 + ((y(t))2dt = 4/2 V/9a2 cos? tsin? ¢ + 9a? sin* ¢ cos? tdt =
0 0

jus

2 jus
= 12a/ sint costdt = 6a S.inzt‘O = 6a.
0
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Cauxa 64: Aniem wa xKojem je npuka3ano xpeuparbe acmepoude

IIpumep 58. Hahu dyorcuny ayka npeoz ceoda yuraoude x = a(t — sint), y =
a(l — cost).

Pewerve. Opjie he 6utn npumerena ¢GpopMy/ia 3a padyHambe JyKHHe JIYKa KpPUBe
y ImapaMeTapcKOM OOJIHKY:

B8
- / VEOR T 0.

t
Baxu 1aje 2/ (t) = a(l—cost) uy/(t) = asint. Kaxoje z(t) 4+ y*(t) = 2a*(1 — cost) = 4a?sin® =,

] 2
oJaBJie je
(-
Ty dt = 2dz
l:2a/0 sm§dt: F=0 2 =0 =

to =2m —> 2o =T

= 4a/ sin zdz = —4acos z|§ = —4a - (—1) + 4a = 8a.
0

Jy>xkuHe Jiyka KpuUB€e JaTe y NOJapHAM KOOPAWHATAMa
Heka je kpuBa gara nosapuom jeanauunuom © = r(p),a < ¢ < 3, rae je dyHK-
uuja (@) HenpekugaHo jaudpepennujabuina. Kpusa hie 6uru npejcrasbena y napa-

MeTapCKOM OOJIHKY

x=1(p)cosp,y =r1(p)sing,a < p <.
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Y ToM cayuajy m3pa3 3a JyKHHY MOCTaje

= / V(' () cos @ — () sin )2 + (1 (¢p) sin g + r(¢p) cos p)2dep,

OJIHOCHO,

l—/ V(r'(9))? + r2(p)dyp.

ITpumep 59. Hahu dyorcuny ayxa xoju epadu Aprumedosa cnupara p = ap 3a
0<p <27

I
/T
2 1 o

ApXuMeaoBa criupana

p = 0.68¢

>

Cauxa 65: Ilpuxas Apxrumedose cnupanse y 36a6UCHOCMYU 00 NAPAMEMPG G

Pewerve.

2w 2w
l:/ \/a2g02—|—a2d<,0:a/ V2 + 1dp.
0 0

WNurerpan f V©? + 1dp je panuje pemen u jeaHax je

/md¢:%(¢m+1n<¢+m>).

Jly>xuna TpakeHe KpHuBe je OHJIA

(gpx/gp +1l+In(p+vp2+1 ) 27?\/4#2 1+ In(2m + vV4r2 + 1)).

5.3 3ampeMmHa OOPTHOT TeJia

Heka je dyuxknmja f(x) menpekuana m nosurusHa (dyHKImja geduHUCAHA HA
cermenTy [a,b]. AKO ce KPUBOJMHM]CKM Tpamne3 4mje Cy CTPAHWIE CeTMeHT [a, b], ne-
JoBHU mpaBux = a,x = b u kpuBa y = f(z),a < z < b obphe oko oce Oz nobuja
ce oopTHO Tesio. IloBpmr Koja orpaHmvaBa OBO TEJO CACTOju ce OJ1 JiBe Oase Koje

unie Kpyrosu nonaynpednnka f(a) u f(b) m omoraua. Heka je P = {xg,x1,..., 2}
nogesa cermenra [a,b) mw m; = inf  f(x), M; = sup f(x). VY pasun zOy
TE[Ti—1,Ti T€[Ti—1,%;]

MOry ce yoduTu HpaBOyraoHuiu Ca OCHOBOM [Ii_l,‘fi] n BUCHHaMa T171;, OJHOCHO
M;,i=1,2,...,n. Poramumjom Tux npapoyraoHuka oko oce Ox mobujajy ce BasbIH.
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Ha coumu 66. npukas3an je rpaduykm Jeo amjieTa Ha KOjeM ce, IPUTHCKOM Ha
ojarosapajyhe jgyrmuhe na Be6 crpanuiu, popMupa OIMUCAHO OOPTHO TEJIO, KAO U
IIOMEHYTHU BaJbIIH.

>

Cauxa 66: Obpmmro mero nacmanro pomayujom deaa 2paduka dynkyuje oxo oce Ox

n
VYHuja BasbaKa IHjU Cy IMOJYIPEYHUIN OCHOBA mM; UMa 3anpeMuny v(P) = E mfwai,
=1
Ax; = x; — r;_1, a yHUja Ba/baKa ca MOJYIPEIHUIINMaA OCHOBA M; WMajy 3arpeMuHy

n
V(P) = ZMfﬁAa:i. Banpemune v(P), omnocno V(P), npeacrasbajy g0y, 0J-
i=1
HocHo ropmy, dapbyosy cymy dynkumje 7f%(x),a < x < b. 3anpemmna gartor
obptHor tena he butn nedunmncana Kao auMmec opux JlapbyoBux cyma Kajga mapame-
Tap IoJe/e TexKH HyJTH:

V= lim o(P)= lim V(P).
A(P)—0 A(P)—0

Jlakse, 3anpeMuHa OOPTHOT TeJia H3HOCH

- w/ab £(2)dx.

ITpumep 60. Uspauynamu sanpemuny chepouda Koju je Hacmao pomayujom eaunce
ca noayocama a u b oko Ox oce.

: 2 oy : — b /2 2
Peweroe. Kao n panuje, uz dbopmyne 5 + 3z = 1 crequ na Je. y = .va® — x. .
Heka ropma mosyoca esmrce porupa oko oce Ox, Tajga ce J100Hja eTHICONT THjy
3alPEeMUHY KeJTUMO J1a U3PadyHaMO.
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Cauxa 67: Cpepoud nacmao pomayujom 20pree nosyoce eaunce
Osjie he 6butn npumemena GpopMmysia 3a 3anpeMuHy (GpUrype y mpocTopy.
a b2
V= 7r/ —(a* — 2*)dx.

Kako je ¢dpyuknuja y napua, goduja ce ciegeha jeiHaKOCT:

¢ p? 27h? o 3" 27?243 4
V =2r —(a*® — 2¥)dr = —— | a’z|’ — — = — = —ab’r.
/0 a2( ) a? ‘0 3 1o a’> 3 3
Cuenujaino, 3a a = b = r gobuja ce jepnauuna kpyra r2 + y?> = r?. Bamnpemuna
KOja ce y TOM cJIydajy jgobuja je
4 4
V= —rr’r=—rin
3
A

IIpumep 61. Odpedumu 3anpemuny mopyca koju ce dobuja pomayujom xpyea x>+
(y —a)® =12, npu wemy je a > r, oko Ox oce.

Pewerve. 3anpeMuna Topyca J00Hja ce OJy3uMameM 3allpeMuHa Teja 100ujeHux
obprameMm ojarosapajyhux jgykosa kpyra oko Ox oce.

Cauxa 68: Topyc

(y—a) =r* - 22,

y—a==+Vr2— a2
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OpnaBae ciemn

=(a£Vr?— 332)2,
V= 27?/ (a+Vr? — I2)2dx - 27T/ (a—vr?— xQ)zdx,
0 0

= 27r/ da - Vr? — 22%dx,

—87ra/ VT —$2dx—87ra/ m

OBaj uaTerpas he 6uTH 3amucan Kao pasjimKa jJBa HHTErpaJsa;

— o (/ m - /V%dx> |

[TpBu muaTerpas he ce ceecrn Ha Tabjwdnu, a Apyru he OGUTH pereH HapIujaJsHOM
nHTerpannjom. Taza ce jpobuja ciemeha jeaHakocT:

T

)
0

1
V = 8ma {5 (:)3\/ r2 — 22 + r? arcsin gﬂ
,

2
V =8ra - % (arcsin 1 — arcsin0) ,

T
V =dmr?a- =
2
Jlobuja ce ja je 3ampeMuHa TOPyCa
V = 2n?%rla.
A

IMpumep 62. V mauxu P(3,2) napabone y> = 2(x — 1) xoncmpyucara je manzenma
na my napaboay. HMsapauynamu sanpemuny meaa Koje macmaje pomavujom duype
ozparunene manzenmom, napabosom u ocom Ox.

Pewerve. 1IpBo je norpedHo Hahu jeanaunny ranrenre. OHa ce 1ob6uja u3 dpopmyiie
y—1yo = f'(zo)(x — x0). Kaxko je y = f(x) = /2(x — 1), omarie Baxn na je
1

@) = e f(3) = !

= —. Jlobuja ce ma je jejiHavunHA TaHTeHTE Y = —T + —.
2(x —1) 2 2 2
SanpeMuHa OOPTHOI Teja Koje HacTaje poTalujoM Jare (purype ce padyHa TakKo
IITO ce OJ 3alpeMuHe Tesa Koje HacTaje poTalHjoM TaHTeHTe OJy3Me 3alpeMuHa
Tesla Koje HacTaje poTalujoM mapado.ie.

Ha comnum 69. npukasan je rpadudku Jieo aijiera Ha KOjeM je HPHKa3aHO KaKO
HacTaje TeJIo uujy 3anpemMuny tpeba m3padynaru. Ha amiery ce mcnpraBajy mpBO
dyHKIIje u mpecedHe Taduke, a IOTOM JI0JIa3H JIO0 poTaluje (purype orpaHuydene ma-
pabosioM B TaHreHTOM OKO oce Ox.
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Cauxa 69: Obpmmno meno Hacmanro pomayujom Hasedenur PyHKuuja

Poramnujom TanrenTe Hacraje Kyia, MOJYIPEYHUKA OCHOBE I = 2 u BucuHe H =

1 16
4. llpumenom cdbopmysie 3a 3ampeMuny Kyme gobuja ce ja je Vo = §T27TH = _37r'
axke,
16 3 16 2 3y
V:VQ—%Z—W—W/ Q(x—l)d:c:—ﬂ—%r x——;p _ T
3 1 3 2 1
A

ITpumep 63. Hahu 3anpemuny mena koje Hacmaje pomayujom AUKG 02paHUYEHO2

kpusom y = tgr u npasom y = 0 oxo oce Ox y unmepsanry [0, g]

Pewerve. 3anpemuna Tesa ce padyHa 10 HaBeJeHO] (bopmyin.

1 1gin’x 11 —cos’x
V=nrm tg*xdr = 7 —dr = —— —dr =
0 o cos?x 0 cos? x

Tode i z
:7r/ 5 —7T/ de =tgr —z|g =1 —
o cos’z 0

N

N

5.4 IloBpmuHa oOpTHOT Teja

Heka je kpuosmuujcku tpane3 F oxpehen dynkuujom f(x) > 0,a < z < b.
Poramujom Tpameza F' oko oce Ox Hacraje 0OpTHO Tea0 TpUKa3aHo Ha caund 70.
[Topes, 3anpemune poranmoHor teja, Morylie je u3pauyHaTH M EErOBY HOBPIIMHY.
Heka je dyuxkmmja f(x) > 0,a < x < b nenpexnano audepennujabuana n Heka je
kpusa L, onpeljena dyuknujom f. Heka je mara mogena P = {zg,x1,...,T,},a =
xg <z <...<x,=Dboxaceuka [a,b] u HEKA je KOHCTpyHCAHA TOJUTOHAHA JTHHUjA
Pp, ca Temennva Ag(zo, f(x0)), A1(z1, f(x1)), ..., An(zn, f(z,)), yayrap kpuse L.
[Tpuaukom poramnuje kpue L oko oce Ox porupa u mojurosasa Jjunuja Pr. Ha
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Taj HAYMH, J00ujajy ce 3apybibeHe Kyle, U4dju Cy HOJIylpedHuI ocHoBa f(x;_1) u
f(z;),3a1=1,2,...,n.

Ha coiunm 70. je npukasan rpadudku Jeo aijera Ha KOojeM je ujaycrpoBaHa ¢pu-
rypa koja macraje poramujom pyakmuje oko oce Ox. Ilpuruckom Ha oarosapajyhe
JyrMuhie Koju ce HaJia3e y CKJOMNY Ipareher TekcTa Ha BeO CTpAHUIM JIOJA3H J0 UC-
IpTaBamba 0/IroBapajyhnx rpaduukux ejeMeHaTa Ha CJIWIM U HAMOCTETKY, T0JIa3H
u 10 poranuje Kpuse oko Ox oce. Ha amiety je omoryheHo KopucHHKY Ja cam m3a-
bepe OpOj 110/IeOHUX TadaKa, Y OJIHOCY Ha IITa ce (popMUpa U YIIHMCAHA HOJUTNOHAJIHA
qunauja. [ITo je 6poj mojeonux tadaka Behu, TO ce MOJUTOHAIHA JIMHUjA CBE BHIIE
npubankaBa rpaduky gare pyHKIHje.

Bpoj nogeoHuy Tayaka 3

Cauxa 70: Ansem npedcmasna dopmuparse 0b6pmmoz meaa u 3apYoLEHULT KYNG
pomayujom epadura Gynryuje u odzosapajyhe nosuzoHasHe AUHUJE

36up S(P) nospuuna oMoTava CBUX OBAKO J00ujennx kyna Oulie

n

S(P) =3 (i) + Flz)ly/Aa? + (Af(x))

i=1

rie je Ax; = x; — w1, Af(x;) = f(z;) — f(x;—1). Ipema JlarpanoBoj TeopeMu o
Cpe/b0o] BPEJHOCTH BayKH:
Af(;)

AZ'Z‘ = f/(£2)7

3a HeKo & € (r;_1,%;),1 = 1,2,...,n. Kako je f menpekugna (pyHKIuja, m0oCTOjU
n; € [xi_1, ], Tako 14 je

f(xi_l) + f(.l?l) = Zf(ﬁl),’l = 1, 2, e, .
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Axo ce HaBeJieHe jeTHAKOCTH HpuMeHe y (bOpMyYJ/IH 3a MOBPIIMHY OMOTava jiobuja ce
P) =203 fVIT 7@ - Aa.
i=1
Nspa3 he Outu npejcraB/ben y 00JIMKY
P) = QWif(fi)v L+ f2(&) - Aw; + 27Ti [f(ni) = F(E)NVL+ [2(&) - A
i=1 i=1

Ako je mogena P nososbHO (una, Tauke & m 17); KOje NpUIAAajy CErMeHTY [T;_ 1, T;]
ce MaJIo pasJukyjy, na he ce 30or menpexkuanocru dpyukiyje f u speanocru f(&;) u
f(n;) mano pasmukoBaru, na he apyra cyma 6uru jeganaka myau. Ogarie BaxKu ja
je

P) = szf@-)m + f2(&) - Ax;.

Hapenenn n3pas npejcrap/ba MHTErPAJIHY CyMy, I je

n b
S(P) = Jim 2 3 SEVTE TG A= 20 | 1T P

Hpumep 64. Hspauynamu nospuruny cfepe nacmane pomayujom nososune Kpyea
22 + 3% =12 oxo Ox oce, maxo da je y = /1% — 2.
T

12 _x2'

Pewerve. Kaxo je y = V72 — 22, onarie je y = —

3a MOBPIIMHY OOPTHOT Tejia u jgobuja ce:

=27 \/ \/73;2

Kako je dyukmuja y napHa, goduja ce cienehe

[Tpumenom dopmyuie

S = 47?7’/ dx = 47r.
0

A

ITpumep 65. Uspauyramu nospuuny chepouda Koju HacCMaje pomarujom nososuHe

eaunce — + i =1 oxo Ox oce.

Pewerve. Y3umajyhu mapamerapcke jeqHadunne ejmice r = acost,y = bsint, 0 <
t < 27, nobuja ce

5 =or [ uOV @) + o)

C 0063upoM Ha CHMETPUYHOCT KPUBe y ogHocy Ha ocy Oy ciemn

S = 47rb/ sin t\/ot2 sin®t + b2 cos? tdt = 47rb/ sin t\/a2 — b?) cos? tdt,
0
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0 1
1
= 47Tb/ Va2 — (a2 — b?) cos? td(cost) = 47rab5/ \/ = 22dz,
0

a2 — b?

r7ie je € = ——— ekcreHTpunuTeT equrnce. Crappajyhu y mocaemeM HHTErpaTy
a

Bl

M

sin u

z= , 10bmja ce

4 b arcsin e 2 b
S = T / cos® udu = mav. (arcsina +evl— €2> ,
0

€ €

arcsin €

2mab b
_ o (arcsin€ + 5—) = 27b% + 27ab

£ a S

A

ITpumep 66. Hszsecmu gopmyasy 3a nospuiury mopyca koju ce dobuja pomauujom
kpyea x° + (y — a)2 =12 oxo Oz oce, npu uwemy je a > .

Pewerve. Tloppmimna topyca ce jobuja cabupameM IOBPIIMHA TeJia KOja HACTajy
KaJa ce aBa oarosapajyha syka kpyra oophy oko Ox oce.

(y—a)=r*~a*

Opnasie he butu u3parkeHo y.

y=a+Vr?—a2

N3Boa dyuKImje y jeTHAK je
, x
y = :':—7’2 —

Cana ce moxe yBperutu dyHkiuja y y Gopmyiy 3a n3padyHaBambe HOBPIIMHE PO-
TAIAOHOT TeJIa.

2
S-27r/ (a+ V1?2 —a?)4/1 da:—|—27r/ Vrz —a?)4 /14 2x sdx.
. — r?—x

Kaxko je y nuramy mapua ¢ynkuuja (nakie, cumerpudta y omsocy Ha Oy ocy),
Jobuja ce caenaeha jeTHAKOCT:

2
S = 47T/ (a+vr2 —a2)4/1+ 2dm+47r/ V2 —a2)y 1+ 233 sda.
2—z r?—zx

36up oBa JiBa mHTerpaJia ouhe mpejcraB/beH Kao HHTErpaJ 30Upa U Taja ce jJoduja
ciaenehe:

x'f‘

= 8mar arcsin

/”2 ar /r dz
Y 0 Vi :

OpaBre ce mobuja ja je MOBPINHHA TOPYCA jeTHaKa

S =dr dr = 8war

0

S = 4r7ar.
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6 IIpumena umHTerpaJjia y >KuBoTy

Opapehenn u Heonpehern wHTErpa UMajy MUPOKY MPUMEHY Y MHOTHM MPUPOJI-
HUM W JIPYIOITBEHNM HayKaMa, Kao U y CBAaKOJHEBHOM JKUBOTY. MHore peasne cu-
Tyaruje moryhe je cBectu Ha ojroBapajyhm MaTeMaTHIKd MO/ U Ha Taj] HAYUH UX
pemutu. Beh cy HaBegenn npuMepn npuMeHe WHTerpaja y TeOMeTPUjH - U3padyHa-
Barbe MOBPIIUHA, 3alpeMuHe u jykune. Takohe, mHTErpa/u nuMajy BeJuKy IPUMEHY
y ¢dbusunym mpe cBera, 3aTUM y CTaTUCTHIM, €KOHOMHUjH, OMOJIOTHjU, Ba3/LyXOILIOB-
CTBY. 3a KOHCTpyHucame npBux npojektuna V-1 mw V-2 Ttokom JIpyror cerckor
paTa HEeOoIlXOIHH Cy OWIN oJroBapajyhu mpopadyHu Koju cy y ceOu cajapKajin J0CTa
UHTErPAJTHOT PAdyHA.

6.1 PauynHame 3anpeMuHe

ITpumep 67. Ioaynpeunuxr sumnckoz dypema je 30cm npu 6pxy, a NOAYNPEUHUK
bypema na cpeduru je 40cm. Bucuna 6ypema je 1m. Koauka je 3anpemuna b6ypema
nod npemnocmaskom da je bounu ayk bypema napaboia.

Pewerve. Buncko Oype nema 06JIMK BaJ/bKa WJIM Kylle 4YUjy 3allpeMuHy je Moryhe
n3padyHaTu 1mo GpopmyJin, ma he oHO OUTH TTPeICTaB/beHO MPEKO MaTeMaTHIKOT MO-
nesa u 6uhe mpuMemen ojnpehenn mHTErpas paau padyHama 3anpemune. Bype he
OUTH OKPEHYTO Ha CTpaHy u Omhe m3padyHaTa jeJHaUnHA Mapadosie Koja IpecTaB/ba
6ounn syk OGypera. Ta napabosia uma makcumym y tauku (0,40) u nposiazu Kpo3
tauxe (50,30) u (—50,30). Jexnauuna napaboie je y = ax®+br +c. Kaxo nasejene
TavuKke MPUTIaIajy mapabosn, oHe MOpajy 3aA0BOJ/baBaTH jeHAYNHY mapabose. YKo-
JINKO Ce YBPCTe KOOp/IMHATE TadaKa y jeJIHaYnHy J00Hja ce CUCTeM jeHAYMHA U3 KOT
he 6uTn m3padyHaTe BpeJIHOCTH KOHCTAHTHU a,b u c. CucTteMm Koju ce TOM HPUIHKOM
Jjiobuja je
a-0+b-04c=40
2500a 4 50b + ¢ = 30
2500a — 500 + ¢ = 30.

L
250
2

jennaunny y = —5os + 40. Kaya ora napabosa porupa oko Oz oce, uzmely rataka
(—50,30) u (50,30) mobuja ce 0OPTHO TEIO KOje OArOBapa BUHCKOM Oypery dujy
3anpeMuHy Tpeba W3pavdyHaTH.

Pemema oBor cucrema cy a = b =0,c=40. Jlakme, Tpaxkena napabosa uMma

Cauxa 71: Buncko bype, ckuua bypema wacmana pomayujom oko oce Ox
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Buhe mpumemena dpopmyia 3a pauyHambe 3anpeMuHe 0OpTHOT Teia.

b 50 2 2 50 4 2
80x
V= 20y = — T 40 de=2 / v 1600 | dz =
7T/ay:‘c 7T/_E,O( 250 © ) S (62500 250 v

o 80r? %
— 9 - 1
: (312500 750 T 600”6)

= 425162cm? = 425,162 ~ 425, 21.

0
A

Ha coimuan navyun Moxke ce u3padyHarTu 3amnpevuna jayoenure. JIlydbenuna je cde-
POUTHOT OOJIMKA, JAKJIe, MOXKe ce TIPeJICTAaBUTH Kao eJUICA KOja POTHPAIHEM OKO OCe
Ox dopmupa obpTHO Tes10, Tj. cdepona. 3ampemuna cdheponaa je Beh nzpadyHara,
ma aKo ce 3Hajy JAyzXKWuHe ayKe n Kpahe mosyoce emrice y XOPU30HTATHOM TIPECEKY
Jiybenuiie moryhe je u3padyHaTu HeHY HOBPIIHHY.

WNurerpasnm padyHn, mopeji MaTeMaTwuke, UMa M BEJUKY HPUMEHY y (DU3UIH.
[Iomohy wmuTerpasa moryhe je mahum menTap Mace KpyTor Teja U HEIOB MOMEHT
nuepnuje. Taxohe, moryhe je m mspauynaru npeheHun myT HeKOr Tesa, paj Ipo-
MeHJbUBe cuie u mpuTtucak. Opae he 6uTnm mpukazaHo Ha KOju HAYUH je TO Moryhe
ypajuTu u ouhe jiaru MpuMepu.

6.2 MomeHT uHepIHje

MowmenT nHepiuje je Mepa ormnopa TeJjia Koje porupa u Jioduja ce Kao MpPOou3BOJL
Mace TeJla U MOJIyNpedHnKa PoTaluje Ha KBapaT Tj.

I=m-d%

YkogmKO Tpeba mM3padyHATH MOMEHT WHepIHje 3a TPYIy Teja Pa3JuduTuX Maca
my, Mo, ..., M, KOJU POTHPA]Jy OKO TaUKe Ha yaa/beHocTh dy, ds, . . . , d,, PECTIEKTUBHO,
TaJla je MOMEeHT WHePIHje jeTHAK

I =myd? +mods + ...+ myud>.
AKo cy cBe Tauke Ha HCTOj YAa/beHOCTH OJ1 eHTPa POTAIK]je Ta1a je MOMEHT HHePIIHje
I=(mi+mg+...+m,)R?

rzie je R monynpednuk poramnuje. OBe dbopmysie Moryhe je IpIMEHUTH KaJla Ce TPAKH
MOMEHT WHEpIHje PaBHOT Jinka. AJm, mTa ce JemaBa Kajaa je morpebHo Hahum mo-
MEHT HHepIyje Heke KpuBosinaujcke moppmu’! Heka je jgara KpUBOJIMHU]CKA TOBPII
Koja porupa oko oce Oy. Ha maroj moBpmm Oumhe yodena mojesa ca ONUCAHUM U
YIUCAHUM MPABOYTAOHUIIIMA.
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Cauxa 72: Tenro xoje pomupa oko oce Oy

CBaku KapaKTepUCTHYHH MPABOYTaOHWK WUMa MHUpUHY Ar, a BUCHHY Yo — Y1, A
je merosa nopmmna (Yo — y1)Az. Ako je k jeqmHuna mace no NOBPUIMHH, OHJIA
CBaKM KapaKTEPUCTHYHU MPABOYraoHUK uma Macy k(ys — y;)Ax. MowmenT unep-
ngje 3a cpaku Ipasoyraonuk je [k(y» — y1)Ax| - 2%, jep je cBaku IpaBOyraoHHK Ha
yaabeHoctn T o oce Oy, ma je x moaynpednuk poramnuje. Ompasae ce mMoxke Hahu
MOMEHT WHepIFje 3a ¢Be THIUYHe MpaBOyraoHmke. Taj MOMEHT WHepIHje ImpecTa-
Bba JlapOyoBy CyMy, KOja je YKOJHMKO je moje/a J0Bo/bHO cuTHa Tj. ako A(P) — 0
jeaHaka,

b
I, = k/ 2% (y — y1)dx.
IMpumep 68. Hahu momenm unepyuje sa wpuey y = 1 — 2% y npeom weadpanmy

Koja pomupa oxo Ox oce.

Pewerve. 3a nouerak he outu ckurnupasn rpaduk GyHKIgje na he ce n3padyHaru
MOMEHT WHEPIIUje.

a=0 y1=0 b=1 T
Cauxa 73: Kpusa 3a x0jy ce mpasicu MoMeHM unmepyuje

['panumne maTerpammje ¢y a = 0 m b = 1, a ropma byrKnmja je ys = 1 — 2%, 10K je
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noma y; = 0. /lakmae, MOMeHT wHepIHje je

I:k/ole((l—x2)—O)d.r:k/ol(a:Q—x4)da::

6.3 Paa nmpoMmensbuBe cue

Heka npomensbuBa cuia uHTeHsutera F'(z) genyje Ha Marepujaany Tadky Ha
nyty AC u Heka je dyukimuja F HenpekumaHa. [IpaBam m cmep Te cujie cy CTajIHH,
JIOK je WHTEH3UTEeT TPOMEHJHUB W 3aBUCU O] PacTojara r W3Mel)y HamajHe Tauke
cuiie u Tauke A. TlorpebHo je u3padyyHaTu paj, Te CUJIe Ha IIYTY O Ta4Ke d JI0 Ta4Ke

b.

o

F(z)

Y

[ MNokpeHW aHuMaLm]y ] [ 3aycTaBn aHUMaLmMjy ] [ MNoyeTHW anneT ]

Cauxa 74: Ansem na xojem je usycmposar paod cune Ha UHMeEpPsaly

Heka je P = {zg,x1,...,%,} nomena cermenta [a,b]. Ha cBakoM cermenty [z;_1, x;]
HOTpPeOHO je m3abpaTu Mpou3BObHY Tauky &,1 = 1,2,...,n. 3pa3

Z F(l‘l)AZE“ ACL’Z =Ty — Tj—1,
=1

npeacraB/ba HpI/I6.HI/I)KHy BPEAHOCT paJda JaTe CUuJjie Ha IIYTY OJ Ta4uKe a JO TadKe b
Heka je P = {xp,a1,... ,Tn} cermenta [a,b). Ha ceakom |#5-1, @i waabpahe ce
npoKsBoIEHa £,i=12,...,n Wpas

Z Frg)Azg, Arg = 2 — a4,

i=l

npeAcTaBka NpulnitkHy BPEAHOCT paja Aate CHne Ha NyTy 0 Tauke a 40 Tauke b.

&

a i1 T; b

>4

Cauxa 75: Anaem na Kojem je UAYCTMPOBAHO KPEUPAILE NOJEAE CA UCTNAKHYMUM MAYKAMG

Pas cuse unrensurera F(x) ce onga na Tom nyry gedunume Kao

n b
lim ZF(SZ)AQC,:/ F(z)dz.

MP)—0

XykoB 3akoH 3a omnpyre: Cuia F norpebHa ja ncresame (min cabujarbe) onpyre
X BapuUpa O] FheHe HOpMaJIHe Ay KWHe 0 JyKUHe MpornoprnnoHaine ca r. Jlaxe,

F=kzx.
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ITpumep 69. Koauku pad mopa bumu udepwer na onpy3u da 6u ce oHG CMArbUAG
ca dyorcune 1m do dysrcune 0, 75m, ako je xoncmanma ucmesarwa k = 16N/m?

Pewerve. 113 XykoBor 3aKoHa ce MoOxKe 3ak/pyunuTu ja je F' = 16x. Ilpehenn myr
ompyre je Im — 0,75m = 0,25m. [Ipema Tome, yI0:KeHN paJi U3HOCH

0.25
A= / 16zdr = 822|0*° = 0,5N - m.
0

A

ITpumep 70. Kaba mescune 30N/m npurauen je sa xody ca yemem mescure
3600N. Koga ce nodusice ca ona pydapcroz oxua dybune 160m. Koauku pad je
nompebro yaoocumu da bu ce noduzaa Kogpa

a) 00 dna do norosure okna;

6) 00 noaosune oxHa do epra;

8) 00 dua do epza.

Pewerve. 3a noderak morpedOHO je Hahm Koauka cujia je morpeOHa 1a OM ce m3-
BPIIKO TPayKeHU 3a/1aTaK. ¥y OBOM CJIy4ajy, CuJia IpeJIcTaB/ba TeXKUHY Kode u KadJia
y 6uj10 KOM 10J102kajy y okHy. Heka je x TpenyTnu noJsioxkaj kode. Ha any oxna,
r = 0, na cpeauaun r = 80, a Ha Bpxy x = 160. Buio koju mosioxkaj kode y oKHYy
MOzKe ce o3HaunTH ca 160 — x. Hakme,

F(z) = 30(160 — z) + 3600 = 8400 — 30z.

x = 160

Cauxa 76: Anaem wa Kojem je urycmposaro Kpemarve xope y oKHy
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a) Kako ce koda moauzke ca jJHa JI0 TMOJOBUHE OKHA, rpaHuIle uHTerpanuje hie uhu
ox 0 0 80.

80 80
/ F(z)dr = / (8400 — 30z)dxr = 8400z — 152°%|3° = 576000 Nm.
0 0

6) Koda ce moauzke oz nosioBuHe OKHa J10 BpXa, 1a he rpanuie uHTerpamnuje uhim o
80 mo 160.

160 160
/ F(z)dx = / (8400 — 30z)dx = 8400z — 152°|35° = 384000Nm.
80 80

B) Koda ce mommzke of jHA 10 BpXa OKHA, Ia TpaHulle uHTerpamuje uay oz 0 j1o
160.

160 160
/ F(x)dw = / (8400 — 30z)dx = 8400z — 152°|3%° = 960000 Nm.
0 0

6.4 3aHuUMJ/pbUBU 3aaI11

ITpumep 71. Cmona pacma jedroz muna bumsruz heauja udpastcena y cmomunama
je C' u npedcmasmena je caedehum modesom

%:4\/15—1,

2de je t epeme mepeno y danuma. Kada je t = 0,C =9, wmo uspasicasa novemmu
MPEHYMAK.

a) Hahu ¢ynruujy xoja uspascasa 6poj heauga.

6) Hahu 6poj heauja u odeosapajyhy cmony pacma xada je t = 5.

Pewere. a) [TorpebHo je nahu dbyukuujy C. Kako je nar audepeniujan re GyHK-
nyje 1Mo MpOMeH/bUBOj ¢, Ouhe u3BpIIeHa WHTErpanuja jga ou ce Hamnuio demy je C
jemnaxo. /lakme,

C:/4\/t+1dt:4/\/t+1dt:g(t+1)

[S]Ie]

+c.

[Tozuaro je ga je y tperytky t = 0, 6poj hennja jennak C' = 9. Onmaze je
8

9=_.1%2
3 te
OJTaKJIe jec:g. Cana je
8 s 19
C==(t+1)2+ —.
g3
6) Bpoj hennja y TperyTky t = 5 Guhe
8 s 19
C=—=-(5+1)2+ — =~ 46.
g0+ 3
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ITpumep 72. Ilonyrauuja baxmepuja uma pacm P uspascen ca

dP 3000
dt 140,25t

2de je t epeme mepero y darnuma. Kad je t = 0 nonyravyuja baxmepuja je 1000.
a) Hahu moden nonysrayuje P nod damum yciosuma.
6) Koauka hie 6umu nonyaayuja baxmepuja wakon mpu dana?

Pewere. a) Kao u y nperxogsom npumepy, 6uhe u3BpiieHa uHTerpaimja.

3000
/Pdt / — 2 _dt = 3000 - 41n |1 4 0,25t + ¢ = 120001In |1 + 0, 25¢| + c.
1+ 0,25¢

[Tosuaro je ja nonysamnuja 6poju 1000 6akTepuja y M04€THOM TPEHYTKY.
1000 = 120001n (1 + 0,25 -0) + ¢,
omakse je ¢ = 1000. /lakme,
P =120001n (1 + 0, 25t) 4+ 1000.
6) Hakon tpu mana je t = 3, na he 6poj 6akrepuja 6uru
P =120001n (14 0,75) + 1000 ~ 7715.
A

ITpumep 73. Konuenmpauyuja rexa y usparcena Yy Musu2paMuUMa no AUmpy y Kpeu
nayujenma nocae t camu mooce bumu npedcmassena npexo Gopmyie

—-0,4
= 500e %4,
Haﬁu npoce%Hy KO/LU%UHy JEera MmMoxom npsux 5 camu nowmo je JEK npu.MJbeH.

Pewerve. Kako ce Tpaku npocedyna KOJMYUHA JIeKa Y KPBU HalUjeHTa, MOTPEOHO
je TPUMEHUTH TMPBY TEOPEMY O CPeJIH-0j BPEIHOCTU KOja je paHWje HaBedeHa. Kako
ce Tparke pe3yJITaTH 3a BPeMEHCKH WHTepBas of b catu, ouhe t € [0,5], na je

1 5 5
: / 500e"*dt = 100 / e 04 dt = 100(—2, 5e ") |5 ~ 216, 2.
0 0
Jlakjie, mpocevuHa KOHIIEHTPaIMja JieKa y KpBU nanujenta he outu 216,2 muanrpava

10 MUJIUJIUTPY HAKOH D CATU. A

ITpumep 74. V sasucrocmu 00 200uwirbuxr doba morxom 200ume d0aa3u 0o npomene
dyotcune dana. Awxo je t 6poj dana naxon nposehmne pasrodnesnuuye, dyscuny dana
je mozyhe npedcmasumu npexo nepuoduune dyrryuje

t
f(t) = 12—}-45111%

Hahu cpedwy epednocm dyscune dana mokom nposeha u sema.
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Pewerve. loa npernocTaBKoM Jia mpoJsiehe u JIeTo Tpajy YKYIITHO MOJIOBUHY TOJIMHE,
to u3Hocu 182 jana. Cajza ce MOXKe NPUMEHUTH TEOPEMa O CPEJIEH0Oj BPEIHOCTH.

1 182 1 182 Tt
D=— $)dt = —— 12 + dsin ——)dt =
2 ), WA= [ (124dsings)

1 182 ¢ 182 ]
= —-12¢ ——cosW— =12+ —.
2 7, o Uis2|, T

8
[Tpoceuna ay»kuHa jJaHa TOKOM Ipojeha u jera usnocu 12 + — =~ 14,55 caru. A
s
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7 3akJjpydak

[Tocneamux rojiuna, CBe BUIIE Ce€ TOBOPU O OCaBpPeMEIUBaIhy HacTaBe MaTeMa-
Tuke. PadyHapu m MHTEpHET IpeJICTaB/bajy HAIIy CBAaKOJIHEBUILY, & je IPUPOITHO
Jla ce TOBOPH ¥ O IbUXOBOj npuMeHu y HactaBu. I[Iporpamcku maker ['eol'ebpa, kao
IIITO je PeYeHo Y YBOLY NMPHUKA3aHOT MacTep paja, IMpeacTaB/ba JHHAMHIIKA cohTBEp
KOju oMoryhaBa MHTEPAKTUBHO y4erhe MaTeMaTHhKe.

Y oBom pajy je nmpuKasaHa BU3yeJn3alinja HeogapeheHnx u oapeheHnx nHTErpasia
y mporpamMmckoM makety ['eol'ebpa, Kao u nmpuMeHa WHTerpaJja y reOMeTPHjU U Hay-
kKaMma. Busyenusamnuja rpajauBa je Beoma OUTHA, jep oHa omoryhaBa /1a ce MHOTH all-
CTPAKTHU IOJMOBH NPUOJINKE yUCHUIIUMA U CTyIeHTHMA. ATjieTn Kpeupanu noMohy
[eol'ebpe cy unrepakTuBHu - oMoryhasajy ja KOPUCHHUK y4eCTBYje y IMPOMEHH MO-
JaTaka Be3aHWX 3a alljIeT, a CAMAM THM Te IPOMEeHe YTUYy W Ha M3TJIeJ arera. ¥
NHTEPHET Tpe3eHTalllji OBOT MacTep paja MOCTOje W allIeTH KOjUu Cy MOBEe3aHHW ca
nyrmuhuMma y Tekety. Ilputnckom Ha gyrme mos1a3u 10 HCIpTaBama ofaropapajyhux
eqemenara Ha amiery. OBaj HAUMH PUKA3UBAKHA HEKOI' IPAJIMBA je M3y3eTHO KO-
pucTaH, jep KOPUCHUK JIOK YUTA TEKCT UCTOBPEMEHO YYeCTBYje y Kpeupaiby CJIUKe
Be3aHe 3a TeKCT, yMeCTO Jjia nmocMarpa Beh bopMupany CJAUKY ¥ Jla TYMadd MOJIaTKe
Ha 10j. Ha Taj Haumn ce camMo rpaJiuBoO Koje je OBaKO IIPeJICTaB/beHO 00J/be pa3yMme
1 Op2Ke W JIAKIIe IIaMTH.

Hacrasa maremaruke ce 4ak u janac, y 21. Beky, obaBjba y3 1moMoh Kpejie u
tabJje, Hajuenthe 300r HejgocTaTKa Bpemena. Ha kBajmTer HacTtaBe MaTeMaTuke OU
MO3UTHBHO YTHUIAJIO0 Kaa ou ce ['eol'ebpa modueia KOpuCTuTH y CKJIONMY HACTABE, KAO
nporpaM ImoMoOhy Kora ce MOTY YCIEINTHO BH3YeJH30BATH MATeMATHIKH CAIPZKajH.
Kako je I'eol'e6pa ammere moryhe yrpaautu y BeO cTpaHHUIy, YIeHHIIIMA Ce TIPYKa
moryhuocr ja oj kyhe mnpucryne ameruma koju he OuTH UpPUKa3aHU HA 4Yacy U
Jla UX Ha Taj HAYMH W CaMH TPOydYe W JIOJATHO ce MocBeTe ToMm cajipzkajy. IIpo-
decopuma MaTemMaTHKe, ca JApyre cTrpaHe, OBa OCOOMHA MPyrKa MOTYNHOCT j1a CBOje
JacoBe yUnHe 3aHUMJBbUBUjUM, Ja IIPUKAYKY Ha JIEIIH, MPeryieTHIjI HAYUH T'PATIBO
KOje TIOHeKa T Huje Moryhe aJeKBAaTHO MPEJICTABUTU Ha TaOJIH.

Kako ce Tpenyrno passuja u Bep3uja ['eol'ebpe koja he omoryhutu Kpeupame
TPOJMMEH3MOHAJIHUX ObjekaTa, OBaj mporpaM he BpeMeHOM OWTHU CBe 3HAYAJHUJU Y
HACTaBU MaTeMaTHKe, KAKO Yy OCHOBHUM ¥ CPEIbUM IIKOJaMa, TAaKO U Ha (DaKyJITeTy.
Buno 6u xopucHo kaxa 6m mpodecopu y mIKoJTaMa IOYe/JH aKTUBHHUjE Ja KOPHCTE
LIPEJIHOCTU KOje IIPY2Ka 0Baj Iporpam, jep 6u Tako cBoje 4acoBe YUNHHU/IN 3aHUMJbU-
BUjuM U jacuujuM. Takobhe, 6uji0 OM BeoMa KOPHUCHO Jia M yYEHUIIM Y OCHOBHUM U
CpeJilbiM TITKOJIaMa ToYHY Jia KopucTe nporpam ['eol'edpa, ma n camu y mweMmy Kpe-
upajy objekre, jep he Ha Taj HauYMH 00/be YOUUTH HEKEe OCOOMHE THX OOjeKaTa Koje
Kpenpajy, Kao u TO IITa ce JielaBa IMPOMEeHOM HEKUX MOoJaTaKa Ha KOHCTPYKIIHjH.
Buno 6u 106po y ckimony dacoBa mHpoOpMaTHKe MOKpeHyTH paa y l'eol'ebpu. Ha Taj
HauuH Ou Oujia omoryheHa u MHTEPUCHUIIMHAPDHOCT HA KOJO] C€ CBE BUIIE UHCH-
CTHPA, OJTHOCHO, TIOBE3AHOCT YacoBa MH(MOPMATHKE U MATEMATHKE.
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